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芬1
.

前 言

A
; , _ 、

`
_

“
二 . 。从二 . 。 , f (” + 1 )

, 朋 _
, 。 、

“ 八 ,
, 。 。 a _ _ _

, P J 气了` , 月动一多久 口叮卜玛男人
.

阴切叱 胆四姆凡沙幻仙致一万二二下一一 、 “ 一 1 】 ` , ”
`

, 廿习仪厂即间兀红
,
曰 u “ 1 0 .

J叹粘 )

y a ju l u [ , ]
,

S i e r p i五s k i。 ]及 S e h in z e l〔幻曹用算祷的方法
,

封龄 , (件 )
,
。 (铭 ) 及 d (” )加以魔

理
.

攀摊庚教授首先指出用 B ur
n 箭法虚理遣一翔简题的途怪

.

按遣一方向
,

作者舆

5 hc in ez l[’l 及邵 品珠 5[] 得到了较前精密的枯果
,

例如
:

命 叫川 焉 E ul er 函欺
.

任意抬予 无佃非负寅数 a , ,

…
,
a 、

.

省存在整数列 {构 }使

.il m
J , ,团

甲 (吟 , + ” + 1 )

甲 (粉 + ” )
= a ,

( 1 遥
,
城 无)

.

本文的 目的在粉引入 几朋HH R
一

R e 6 iy 方法来虎理疽一菊简题
.

捉而舫上远桔果改淮

焉 :
在同漾假定下

,

存在素数列 {肠 }使

恕
, (夕, + ” + i )

华 (尹, + ” )
= a

,

( i 崔
, 《 无 )

.

疽一频桔果主要依辑龄下面

基本引理 :命 无篇一正整数
,

又命

叽 = (无 + 1 ) !
,
口。: …叮。`

,

仍` = q ` ,

… 口` : , ( 1 《 艺《 无) ( 1 )

焉雨雨互素的整数
,

此虑 如
,

(0 或 产 成 无
,

1 《 , 《 札)均篇大龄 无 + l 的素数
.

赏 : >

> Z > (饥弹
,… m * )

,

待
,

命 N : (川表示方程粗

俨+ ` 一 甄肠
(夕 + ” + 1 = ” 仍

, 劣
,

( 1 (
”
蕊 左)

( 2 )

通合下面倏件
1 < , 《 劣

,

若 川 :
, ,

lRJ 扩 > Z (0 (
”
蕊 幻 (3 )

的整数解 ( ,
,

肠
,
劣 1 ,

…
,

叙 )数
,

此庭 , 舆 厂均表示素数
*

.

IHJ 存在懂舆甜 饥
`
有朋的正常数

c :

及 X
:
舆懂舆 无有阴的正常数

a

使

N
二 “

(劣 ) >
亡 1劣

109 砷
劣 10 9 10 9 劣

(劣 > X
i )

.

号2
.

基本引理的橙明

命 M = (饥。饥 , … 饥 ; )
2 ,

孟焉匾尚 l 粗 久《 M 内的一整数浦足 (孟
,

M ) = 1
.

命 p ,

<
*
在此及之佳

,
p

,

到 ;夕: ,
p , , … ;厂

、 ,

州
: ,

…均表示素教
。

I

~ ~ 一 写 ~
~

一
~ ~ . . . . . . . . . . 曰 . .
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< 肠 < … < ,
,

《 Z 焉不超趋 Z 而又不能整除 M的素数
.

命 内式1 《 艺《 r
,

1 《 了蕊 k + l)

焉遭合下面修件的正整数
: 1 成 a 、 , < , `

,

赏 j , 并 九待
,

内 , : 并 断 ,
: .

赏 留 > Z > M 待
,

命 M
:

佃 )篇潇足下面倏件的素数 刀的侗数

l < 夕或 劣
,

, 三久 ( m o d M )
,

, 羊
a ; , (m o d , ` ) ( 1 《 戈夏 r

,

1 《 j 粗 k + 1 )
.

( 4 )

引 1
.

存在 久舆甜 山 , 使

N
z

(劣 ) 》 M
z

(劣 )
.

橙 : 由裸子定理可知珊立同滁式
封 + , + i 三 饥

,

( m o d 仇君) ( 0 《 ”
成 无) ( 5 )

在履简 1 蕊 , 《 M 内有唯一的解
,

祝做 久
.

由粉 。
,

}(又+ 。 + l) 及 。
,

的定羲可知 (饥
, ,

劝 = 1
.

因此

“
】

M , 一 `
,

(
,

, ,

又+ v + 1

刃 2 , )
一

“
“ 《 · 《 “ ,

·

( 6 )

命

内 , = 夕` 一 挤 ( 1 《 饭或 r
,

1 《 护《 无 + 1 )
.

封此 孟及甜 a 、 ,
,

取 , 遭合 ( 4 )式
,

具IJ由 ( 5 )式可知

( 7 )

尸
+ ` 一

野
.

一
一 ~

甲 十 ” 十 l = 仍
。
跳 十 ” =

’

” 饥声
,

( 1
气

”
气 ` )

.

由 ( 6 )式可知

/ 刀 + 1
_

_

、 /久+ 1
_

、

俩
, ” 乙。少 = 气

一
,

饥。 J = 几

—
,

饥 0) = 1

、
仍。 / 、 饥

。 /

(劣
。 ,

饥 ` ) =

(劣` ,

饥 , ) =

(甄两
,

饥` ) = (尹 + 1
,

饥` ) = (卯 + 乞+ l 一 饭
,

饥 : ) = ( 一 坛
,

仍` ) =

1 ( 1夏 坛遥 k )
,

(坛仍`众
,

仍户 = ( , + 艺+ 1
,

饥户 = ( , + j + 1 + 坛一 j
,

饥户 =

“ 一 丁
,

仍 , ) = 1 “ 半 o
,

乞并 夕
,

了拼 o )
,

( : ` ,

。 ` ) 一 ( 、 x ` ,

, , ) 一户塑生乡;
,

, `

)
、 叮己艺 /

一
(卫兰上卜2
、 刀乙玄

。 `

)
一 ` (` 、 ” )

,

(艺劣` ,

甄 ) = (落饥`劣` ,

饥。 ) 二 (尹 + 落+ 1
,

饥。 ) = (落
,

饥。 ) 二 艺 (艺并 0 ) :

由龄 落,

}m0
,

故 ( : ` ,

饥。 ) = 1 (厄并 o )
.

袍之得到

( 九xl … 劣 ; ,

饥声艺, …饥 、 ) = 1
.

( 8 )

又由 ( 7 )可知

( (尹 + 1 ) (夕 + 2 )… (卯 + 无 + 1 )
,

户,… p ,

) = 1
.

( 9 )

由 ( 8 )
,

( 9 )就橙明了由此 ,
,

即得出馗合基本引理要求的一粗解 (尹
,

九
,
劣 , ,

…
,
劣 * )

.

额然不同的夕所封赚的解亦不同
.

明所欲橙
.

弓1 2
.

存在谨典 无有阴的正常数月及谨舆 无
,

M有阴
,

而舆 又及甜 价 ,燕阴的正常数

几及凡
,

使

M
二归( 劣 ) >

几劣

10 9 无书 劣 10 9 109 劣
(劣 > 凡 )

.



1 期 王 元 : 希数希函数 , (哟
, 口

(哟及双哟 的一些性代

基本引理颖然是引 1 舆引 2 的推谕
.

朋龄引 2 的蹬明
,

赏 无 =

其方法推魔至 凡> 0 之情形
,

业舞特殊困靴
.

焉使橙明完整起兑
,

o 待
,

可参看 R e石y ist]
.

仍将澄明大致步鳅述

本肺及以援
,

M
,

孟及锗

夸3
.

B r u n 筋 法

叽 , 均满足上筋所述倏件
.

命

e一粤
,

P (劣
,

Q ) = 夕仇 =
` 山 ~ 夕 一
p 咤出

p 曰 孟 (m o d Q )

劣

甲 ( Q ) 10 9 劣
+ R Q (劣 )

,

( l
,

Q ) 二 1
,

风 ( : ) 一 习
a ,

.

p 弓出

p 兰久 (m o d 衬 )
, 铃 a `夕(m o d , ` J ` i ( “

r , i ` , ` 无+ i )

引 3
.

命 r = 场 ) r :

) … ) ` ) 1 焉任意抬予的整数列
.

则

M : (幻 )
公 E

甲 ( M ) 10 9 劣

一 豆
,

” 一 ` 一 `“ + ` ,

馨志
+ (、 + 1 ) , 习夕一

`
卫匕一一

蒸
, (”

“
) ’ (脚 )

一 +

援虚放此

一 `“ “ ,’二’

薯耳曹轰下买赫贰两而
,

a > 多> 7 》 古 >
。
二 > p

万 一 IR
。 ( x ) I + ( “ + 1 )习 IR 二

, 。

( : ) l+ ( “ + 1 )
,

万艺 !R 。 , 口 , 。( : ) l + …
“ ` 二鑫

、

/一 -一 -

一
一

,

2 伟十二

一
一- - 一~ 、

+ ( “ + 1 )” + `

习 习 习 习 … 习 IR , , 口… , ,

( : ) 1
.

a

夕 尹令
1 7穿

i `宁
: , ,

宁
。

口 > 分> … > ,

现在我们来估针 刃
:
取 h = l(

.

25 )而
,

h0 二别百
.

存在 ; 。 ) M
, ’

富 。 > 几待

又 些土
一

鱼l< og ho 一 : ,

。

二攀
。 , ( , )

ll
占 < , ` a八

l(
一

斋 )
一`

h0<
·

命 介 j ( o ( 丁成 ` )焉不超遇 Z ` , 之最大素数
,

此虚 t 具有性臂 Z ` ,

> 凡 》 矛+1t
.

取 怜 二 亡+ rt
,

几 二 : : (艺成 s 成 件 )
.

则

雳 > (
1 一
女兰鱼兰竺世2二、 n f

l 一 互兰卫、>
\ 票片 ( 2怜 ) ! /

卫

之扎 \ 甲 (卯 ) /

夕 卞M

> 0
·

7 5

11
夕 ` 之

夕 于刀r

〔卜 些牛李) >
、 甲又p ) / 10 9 无+

lZ

此施 c :
始谨典 无及 M有圃的常数 (参看王元 〔7〕 )

,
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号4
.

若 干 引 理

吾人将模 D 之特微
,

言己做粉
.

若 D 二 可
` …孵

`
焉 D 的镖华分解式

,

替知 与 = 称 lal’
二

` .fl 若 ` 户是原特微
,

则 曰与野焚孵
`
是本原的

.

若 粉 纷所有 衅
`
l( ( 坛蕊 l) 都是本

原的则 xD 就是通常所稠的原特微
.

引 A
.

命 q
,

A 焉雨整数
,

A 大粉一锢艳断常数 心 ; 尹焉满足 A 葱 , < ZA 及 (认 q) 二

二 1 的素数
.

若

召万· ’̀ 。二”乃粗 A。 、
警

k
, 一 兰旦鱼十 1李些旦擎+ 1 一 反

、八 , 夕
一

l o g A
i u 石 - 二,

艺

且 无,

< 10 9 “ A
,

lHJ 在匾简 A ( , < ZA 中
,

最多除掉 A a4/ 侗素数
,

野粉模 脚
_

且封尹焉本

原的特微 x( 件 )
,

均有

习
X ( , ) 10 9 ”

’

“
, 10 9

引
_ : _ 一竺旦一

,

】气
“ 5劣 “ 1+ ` ’ 0 9 劣

此庭 e s
篇艳撕常数

,

几 = ( 4
·

1 0`
·

无3 )
一 , ,

而 k 3
兑 lJ 叼H H H R『5]

.

橙明参看 IJ “ H H o K 田]
,

R e 6 y i 【6 , .

及 L i t t l e w o o d 〔” ]
.

引 B
.

赏 Q毛 岁花百`峙
,

除某一 Q
:

之倍数外
,

赏 l(
,

Q ) = 1 待
,

均有

P ( 劣
,

Q ) =

常 Q :

}Q 待
,

上式之右端遗需添上

劣

甲 ( Q ) 10 9 劣
+ 0 (劣 e 一“ 扩 ’ 0 9 ’

)
,

0

(
些裂辈立、
甲 L衬 )

,

此庭
。
> 0 焉任意正数

,
c 。及舆

“
O

”

有阴的常数都是艳封常数
,

Q
l

是
“

被除外
”

的特微 见

的模
.

橙明多看 T i t e h m a r s h [ , 01 P a g e 〔川 及 S i e g e l {, 2 ]
.

由贫 a ,

成 10 9 劣
,

故得

弓1 c
.

赏 l 崔 Q < 材万待
,

下式一致成立

” “
·

Q ,
护器

竺
.

吾人将满足下面修件

1

, ; > … > , 乳
,

, : 十 材
,

, ;砚 z 、 [告] ( i 砚 、 城 : 。 + i )
,

, ;遥 ,
r ,

(乞> : 。 + i )

的正整数 Q = 斌…风 M 的集合鼠篇 E
.

若 Q 〔 E
,

寡 Q = , ;q
: ,

g : = 眺q Z ,

…
,

a 、 一 , = , 盆q。 ,

q、 = M
,

具IJ整数 Q , ,

…
,

a 、 释篇

Q 的勤角技因子
.

顾然赏 Q 〔 E 峙
,

所有 Q 的野角校因子省属龄 E
.

鼠 K 二
n

,
.

男肃
`

以下的引理均可徙 E的定羲筒翠推出
,

故橙明略去
.

又若然特殊翼明
,

c 7 , “ 。 ,

…均焉



1 期 王 元 : 输数希函数 叫哟
,

o( 哟及 d (哟 的一些性臀

谨舆 无及M有朋的常数
。

弓1 4
.

以
, ( Q )表示

, 的素因子的侗数
,

刻赏 劣 > c ;
特

,
( )Q < 1 0 (I’ + 1 ) ot gl og 劣

.

集合 E 的元素的侗数不超遇 K刀
,

此虚 f = 1 +
2

h 一 1
.

人

若 Q 〔 E
,

满足 Q = , ; q
: ,

, ; < 口
、 ”

叫> M K
.

疽植 Q的侗数不超遏 Z I,v /2:
ó汀丹七

............

二勺翻,

此庭 g 篇谨典 无有朋的正常数
.

弓1 7
.

命 { , *

}篇具有下面性臂的数列
:

在任意匾简 A 成 ,
’ ::

< Z A 中最多只包含是侗

数列中的 A明 4固元素
.

IRJ

点奋钊
I宁声

万

)
B一 .al/

引 .S

弓1.9

夕卫一
一 n (

1 + 一 - 生一一、 10 9 : + o ( 1 )
.

霖攀 华 (件 ) 梦 、 尹 ( p 一 1 ) /

富 n 李 2侍
,

存在艳货常数 c s

使 叫耐 >
C s 件

10 9 件

民肝主

9 5
.

引 2 的 茬 明

祝

K
: Q ( ` ) 一 艺

“ Q ( , ) a ,
.

刀` 公

赏 ( l
,

Q ) = 1 待
,

有

P (劣
,

Q ) =
1

甲 ( Q )
习

无Q ( l )K
: Q ( ` )

.

(x o )

( 1 0 )

由引 4 及 E 的定羲可知

豆墓 ( “ + 1 ) , ” + `

万
Q ( E

IR
Q ( : ) 1蕊

e ,̀ ” + , , ’ 。 g “̀ + , ,

万 IR Q (: ) l成
Q ( E

成 e扔 七̀+ ` , ’ 。 g `无+ 句 ’ 。 g 。̀ g `

万 {R
Q (` ) 1

.

( 1 1 )
Q任 E

若 Q = , ;a
; 〔 E

,

Q ) e (`0 9 ’ )邪
,

具IJ由引 4 得

, ;> Q而 > Z e ( 10` , )̀ 声
,

: > c 。
.

又由龄 q :

( 笋;
p `Q )乃得

` _ 10 9 q l : , _

仰 1 一
~

一- 了丁 一
孟 一

1。 , 尹 1

l u 6 ~ , : es

名

10 9 尹;
毕婴 (
1 0 仔 书二 、

。 / 1 \ \
1 十 口吸不一一 ; J J

\ 10 9 尹1 / /
< 一l (无 + 一) 10 9 10 9 劣

,
劣 > e l。 ( 2 2 )

取 B = Z e (1
0 9

A 粗 卯 < Z A
.

, )̀ 声
,

A = 2 ,
B (件 = 1

,

2
,

固定 q :
待

,

吾人可以将引 A 用之 龄遥 luJ...)
痣此引入下面雨倏件

i() 若 Q > el( Og 习晒
,

lRJ 曰潇足像件

( 11) 若 Q ( E
,

Q = ,至q : ,

野 a :
而言

,

I
.

叫非引 A 意羲之下被除外者
,

则 曰满足嵘件 H
.
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若倏件 I
,

H 均满足
,

则由引 A 及 ( 1 0) 可知

P (劣
,

Q )

若此 口,
亦很满足修件 I

,

H
,

立焉止
.

毅疽手擅共淮行了

1

伊 (尹; )
P ( 劣

,

q : ) + O (劣
1 _ ` 坐一

无i + 1 10 9 劣 )
.

刻又可以撇植上面的手疲
.

s 次
,

则

一直到倏件 I
,

n 中有一徊不成

、、、..了户z

劣gO
勺.二

P (劣
,

Q ) =
_ : ( :

,

。
。

, 、 。

{
\

。

卜
一

迎`

劣 l’l + 1
` .

_

。

名
甲 (尹;… i 卯

此虑 。。 一 Q
,

、 : 一 2黑卑+ 1
.

1。 , 岁。

1 . 6
.

二尸

艺

(旦、
、 q乙一 1 ,

若修件 I 不满足
,

即 q ,

< 。伽
“ `

幻明
.

赏 Q :
十 q。

待
,

则由引 B 得

尸 (劣
,

q 。

) =
劣

卯 ( q。

) 10 9 劣

+
·

o (劣 e一 `

洲砚蔺百 ) :

富 Q:

} q 。

待
,

遗需在上式之右端添上
,

。 / 劣1一 ` (“ 一闷f \

口 I
,

—
j

\ 甲 ( q
s

) /

若倏件 n 不成立
,

由引 C 得

P (劣
,

qa ) =
劣

卯 ( q
。

) 10 9 劣

+ O

(黯)
·

穗之
,

得到下列四植频型的睽差项
:

I尸」旦旦兰 i x )

甲 ( Q )

劣 e 一勺甲孔石百 11 1关兰箕鲜
I v )

华 L碌 )

劣

1 _ 一全一
愁z+ 1

可匀
、 q 。 ,

_ / Q 、
岁 毛

—
声

、 q 乙一 i ,

10 9 劣
.

斯龄习 }R
Q ( ` ) J中属龄型 I

,

11
,

1 11
,

I v 者分另lJ祀之以 R l ,

R l l ,

R : I , ,

R l v
.

Q ( E

( i ) 由引 4 引 7 引 8得
R l

( e : : : 10 9 , 二 / e , /̀ (` 0 9 , )切
,

: ) 。 。
.

( 11) 由引 8 得

斤I x

< e ” 劣 19 9 劣
·

e ( 10 9 “ )

砚
` 。材石百丁

,
劣

>
c : 4

.

.
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二 ,
a l’ ,

w h e r e a ` = 0

-日钊卫夕a
`,. 1

t h e r e e x i s t s a n i n if n i t e s e q u e n e e o f P r im e n u m b e r s

(挤= 1
,

2
,

… ) s u e h t h a t

操
甲 ( , , + p + 1)
卯 (卯 , +

`

” )
= a

,

( 1 成
t,
成 无)

.

T h e s e t h e o r e m s i m P r o v e

S h a o [5 ]
.

s o m e r e s u l t s o f t h e a u t h o r [4 ]
,

S e h i n z e l [̀
, 8 ,

T h e P r o o f o f t h e s e t h e o r e m s d e P e n d s

F u n d a m e n t a l L e m m a
.

L e t

0 n t h e f o l l o w i n g

甄 = ( 无 + 1 ) ! “ a 。 ,

… q 。: 。 ,

哪` = 口` ,

… a ` 。 , ( 1 成 艺成 无)

b e g i v e n n a t u r a l n u m b e r s
,

w h e r e q 。 ,

( 0 蕊 拌粗 无
,

1 成
”
成 札) a r e p r i m e n u

m
-

b e r s g r e a t e r t h a n 无 + 1 a n d r e l a t i v e l y P r im e i n

fI 劣 > Z > (叽哪
: … 饥、 )

2 ,
a n d N

z

(哟
n s (夕

,
劣。 ,

x i …
,
劣* ) o f t h e s y s t e m o f e q u

d e n o t e

a t i o n s

P a l r S
.

t h e n u m b e r o f P o s i t i v e s o l u
-

{
笋 十 1 = 饥。肠
夕 + ” + 1 = ” 哪声

,

( l 蕊
”
成 幻

s a t i s勿 i n g

w h e r e 夕 a

d e n t o n ly

e o ll d i t i o n s

1 < 尹成 劣
,

if 岁{劣
` ,

d e n o t e P r im e s
,

t h a n

t h e n 尹`

> Z ( 0 粗 乞成 无)
,

t h e r e e x i s t P o s i t i v e e o n s t a n t s e。
,

Xs d e P e n
-

` ,
a n d a ,

d e P e n d e n t o n ly o n 无 s u e h t h a t

岁饥

ehdn
水Lno

少

N
二。

(劣 ) >
C 3劣

10 9 无邻 劣 10 9 10 9 劣
( 劣 > X 3 )

。

I f 劣 > Z > (饥
。… “ * )气 几 15 a g i v e n p o s i t i v e n u m b e r i n t h e i n t e r v a l l 成 几砚

《 (饥
。
… 饥、 ) 2 s a t i s f y i n g (几

,

饥
。… 饥* ) = 1 a n d 卯;

< 肠 < … < 岁
,

蕊 2 a r e a l l p r im e

n u m b e r s t h a t d o n o t d i v id e
叽

·

…饥 ; a n d d o n o t e x e e e d Z
,

a n d i f a ` , ( 1 蕊 乞耳

成 r
,

1 ( 挤砚 无 + 1 ) a r e g i v e n p o s i t i v e n u m b e r s S a t i s fy i n g t h e e o n d i t i o n s l 提 a ` , (

< , ￡ a n d J: 井 凡 i m p r i e s a ` , :

并 a ￡, :
,

t h e n W e c a n d e if n e M
: (劣 ) a s t h e n u m b e r

o f P r i m e s 尹 s a t i s fy i n g t h e e o n d i t i o n s

i < , 砚 劣
,

, 三 几 ( m o d (甄…仍、 )
,

)
,

, 羊 a ` , (m o d , ` )

( 1粗 落《 犷
,

1 砚 j 暇 无十 1 )
.

F u n d a m e n t a l L e m m a o b v i o u s l y f o l l o w s f r o m t h e f o l l o w i n g t w o l e m m a s
.

L e m m a 1
.

T h e r e e x i s t a ` , a n d 久 s u e h t h a t M
: ( 劣 ) 粗 N

z

(劣 ) [4J
.

L e m m a 2
.

T h e r e e x i s t P o s i t i v e e o n s t a n t s e ; ,

X ; ,

d e P e n d e n t o n ly o n 饥` ,

a n d p o s i t i v e e o n s t a n t 月
,

d e p e n d e n t o n l y o n k
,

s u e h t h a t

M
,
叮幻 ) 一一一二还一一一

10 9 几邻 劣 10 9 10 9 劣

f o r a n y g i v e n 几 a n d a ; ,
.

T h e P r o o f o f L e m m a 2 d e P e n d s e s s e n t i a l l y o n th e m e t h o d s o f J l“ *玄H“ K a n d

R e五y i
.


