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摘　要：杨乐院士是我国一位世界知名的数学家，在函数值分布理论方面做出了杰出的成就，得到国内外学

者的高度评价和广泛引用．同时，他也为中国数学的发展做了大量工作．杨乐院士对我国现代数学的发展具有重

要影响．通过介绍杨乐院士的生平，介绍他的学术成就和影响，概述他对中国数学发展所做的贡献．
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杨乐，１９３９年１１月生于江苏南通．１９５０－１９５６年在江苏省南通中学读书．他在读初二时，新设的代数课
中，用字母表示数，并可与数字一起作四则运算，算术中各种类型较复杂的应用题，均可用解方程简单和统一
的方法给予解答；开设的平面几何课中出现了平面图形以及严谨的逻辑推理，所有这些都引起了杨乐的极
大兴趣．通过课余大量阅读，养成独立学习与思考的习惯，并决心一生从事数学研究．１９５６年春，中央号召“向
科学进军”时，受到共青团南通市委与学校的表彰．本文主要介绍杨乐在数学方面的工作，取得的成就及影
响．

１　大学和研究生阶段

１９５６年秋季，不满１７岁的杨乐，考入北京大学数学力学系．他学习勤奋，成绩十分突出．１９６２年六年制
本科毕业后，考入中国科学院数学研究所，成为熊庆来的研究生．
１９５６年至１９６６年的十年学习，为杨乐打下了宽厚与扎实的基础．他有很强的钻研精神，独立思考，认真
探索；同时注意不断动手，论证与运算，阅读大量参考书籍．对一些经典论著与有关文献，他将厘清其逻辑推
理、演算与论证作为初步要求，同时把重点放在领会其原始思想，掌握精神实质上．在熊庆来的指导下，杨乐
在讨论班上报告了Ｒ．Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ和Ｇ．Ｖａｌｉｒｏｎ的两本经典著作：《毕卡－波莱尔定理与亚纯函数理论》［１］《亚
纯函数的波莱尔方向》［２］，迅速走向函数值分布论的研究前沿．
１９６２年１２月，杨乐入学刚三个月，就写出论文“亚纯函数及函数组合的重值”［３］，获得了精密和深刻的
结果，发表在１９６４年第二季度的《数学学报》上．之后，他又扩充研究领域，查阅了国际上数以百计的论文，精
读其中重要的以及当时最新的文献．１９６４年，杨乐与张广厚对平面区域内的全纯函数族做了出色的研究，获
得了新的正规定则，发表在次年的《中国科学》上［４］．１９６９年，Ｄ．Ｄｒａｓｉｎ在《Ａｃｔａ　Ｍａｔｈ》的文章［５］指出，杨、张
的定理解决了 Ｗ．Ｋ．Ｈａｙｍａｎ提出的一个问题．直到１９７５年秋，杨乐通过亲属的联系，获得 Ｈａｙｍａｎ报告的
复制件，才获知原来的问题［６］．

２　１９６６－１９７６年间的研究工作

研究生期间，杨乐发表了五篇论文，其中四篇刊印在当时反映中国学者最高学术水平的期刊《中国科学》
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上．１９６６年后我国的科学研究发展缓慢，直至１９７１年，中国科学院的科研氛围才稍有改善，杨乐尽一切可能
挤时间，研读国外的重要进展与文献．此时合作者张广厚患了较严重的眼疾，医生警告他可能视网膜脱落，导
致失明．张广厚因思想负担严重，１９７１年至１９７６年期间，基本上不使用目力阅读文献与书写文章，这些任务
均由杨乐承担．利用在研究生阶段打下的功底和培养的研究能力，排除困难，刻苦钻研，终于在函数值分布论
领域获得国内外学者瞩目的成就．
１９７６年５月，美国纯粹与应用数学代表团来我国访问，历时三周半，中科院数学所、北京大学、复旦大学
等单位向代表团作了六十多个报告．在杨乐报告后，团长Ｓ．ＭａｃＬａｎｅ与伍鸿熙等由衷地予以赞扬，指出杨乐
和张广厚的成果是国际上该领域的最佳成果之一．返美后，代表团公开出版了访华报告［７，８］，完整叙述了杨乐
与张广厚的两条定理，称它们既新颖又深刻，与哥德巴赫猜想的研究工作并列，称为中国纯粹数学的第一流
工作．２０世纪７０年代中期，英国函数论专家Ａ．Ｃ．Ｏｆｆｏｒｄ与 Ｗ．Ｋ．Ｈａｙｍａｎ先后访华时，也对杨、张的成果高
度赞赏，并邀请他们赴欧洲访问交流．１９８０年春，在杨乐与张广厚访美之际，普渡大学举行了国际函数论会
议，该校教授Ｄ．Ｄｒａｓｉｎ与 Ａ．Ｗｅｉｔｓｍａｎ在筹备会议的报告里指出：杨乐、张广厚在北京领导着一个成果丰
硕、欣欣向荣的学派．美国数学家 Ｗ．Ｈ．Ｊ．Ｆｕｃｈｓ评价杨、张的成果是亚纯函数辐角分布论中重要的现代贡献，
是先驱性的工作，并称之为“杨、张理论”［９］．

３　杨乐研究工作的影响

杨乐的研究工作为国内外同行学者广泛引用．《俄国大百科全书》复分析卷中的主要文章“整函数与亚纯
函数”的作者Ａ．Ａ．Ｇｏｌｄｂｅｒｇ、Ｂ．Ｙａ．Ｌｅｖｉｎ与Ｉ．Ｖ．Ｏｓｔｒｏｖｓｋｉｉ［１０］引用了杨乐的九篇论文，完整叙述了他的七项
研究成果．Ｇｏｌｄｂｅｒｇ等写道：杨乐与张广厚完全刻画了亚纯函数的全体波莱尔方向构成的集合，然后叙述了
杨、张关于波莱尔方向分布的定理．接着Ｇｏｌｄｂｅｒｇ等又写道：杨、张发现了亚纯函数的亏值数目与波莱尔方
向数目间的一个有趣的关系，然后完整地叙述了杨、张相应的结果．这在俄国学者撰写的百科全书中是比较
罕见的．
１９９４年，Ａ．Ａ．Ｇｏｌｄｂｅｒｇ［１１］用构造性的方法证明了杨乐［３］引进的涉及重值的亏量关系的精密性，称其为

“杨乐亏量关系”．Ｓｐｒｉｎｇｅｒ－Ｖｅｒｌａｇ出版社在其出版的大学和研究生教科书里，Ｊ．Ｌ．Ｓｃｈｉｆｆ有一册《正规族》，引
用了杨乐八篇论文，并称为中国学派，在正文内有十余处引述，其中一处用了七页的篇幅引用了杨乐一篇论
文的主要部分．
改革开放以来，杨乐曾应邀到美、苏、德、英、日、瑞士、瑞典、芬兰、以色列等十余个国家约六十所大学作

学术演讲，先后在康奈尔大学、普渡大学、瑞典皇家科学院、普林斯顿高等研究院、哈佛大学和圣母大学做过
一学期或一学年的访问教授，应邀在约二十次国际学术会议上作主要或邀请演讲，广受欢迎和赞誉．１９７８年

４月，杨乐和张广厚出席苏黎世国际复分析会议，并作学术演讲，这是我国学者在１９６６年后第一次以个人身
份赴国外参加学术活动．他们的演讲获得Ｒ．Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ，Ｌ．Ａｈｌｆｏｒｓ，Ｗ．Ｋ．Ｈａｙｍａｎ等的高度评价．１９８７年在
伦敦举行的一百余位高水平学者参加的函数论会议，杨乐被推举为第一次大会主席．杨乐的论文与专著为国
内外同行学者广泛引用，并发展他的方法，推广其定理．１９８４年，Ｗ．Ｋ．Ｈａｙｍａｎ等在《伦敦数学会会报》（Ｂｕｌ－
ｌｅｔｉｎ　ｏｆ　Ｌｏｎｄｏｎ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｓｏｃｉｅｔｙ）上列举复分析中的研究问题时，第一个问题就是Ｄ．Ｄｒａｓｉｎ提出要推
广１９８２年杨乐的一个定理［１２］．
２０世纪７０年代末，中国数学会恢复活动，举行大会．杨乐应邀出席，并在大会做主要学术报告，当选为常
务理事．杨乐曾多次参与商谈中国数学会加入国际数学联盟事宜．１９８５年，杨乐以中国数学会秘书长的身份
主持筹备了学会五十周年的大型学术会议，在大会上作学术报告．２０世纪８０年代后期，数学会换届，杨乐提
出学会领导任期及年轻化的具体建议，获得广泛认同，写入会章，并沿用至今．１９９３年４月，丘成桐提出在我
国举办国际数学家大会的倡议，当时担任数学会理事长的杨乐，撰写报告，直接呈送主管科教的李岚清副总
理，获得大力支持，原则上解决了东道国必须准备１００万美元的会议经费问题．

４　杨乐在中国数学会、数学所从事的学术交流

１９９４年，杨乐在瑞士Ｌｕｚｅｒｎ举行的国际数学联盟（ＩＭＵ）的各国代表会议上发言，明确我国申办国际数

·２７４·
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学家代表大会（ＩＣＭ）的意愿，并对中国数学的发展与办会的有利条件作了扼要说明，为申办成功打下了基
础．１９９５年，中国数学会成立六十周年，举行庆祝大会，杨乐作为数学会理事长，主持了筹备工作，撰写大会
主题报告，总结了改革开放后我国数学的发展．
２０世纪８０年代初期，国际上关于复动力系统的研究开始趋热时，杨乐立即注意到这个动向，在国内复
分析的研究生与学者中作学术报告进行介绍，引导他们从事研究，推动了复动力系统在我国的发展．
杨乐关于值分布论的研究，以及国际上的新进展，曾被总结在其专著《值分布论及其新研究》（１９８２，科学

出版社）与《值分布理论》［１３］（Ｖａｌｕｅ　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　Ｔｈｅｏｒｙ，１９９３，Ｓｐｒｉｎｇｅｒ－Ｖｅｒｌａｇ）中，被称为这方面的权威文
献．在改革开放之初，杨乐和张广厚的研究工作获得了全国科学大会奖（１９７８）、国家自然科学二等奖（１９８２）．
之后，杨乐还获得“何梁何利科技进步奖”“华罗庚数学奖”“陈嘉庚数理科学奖”“国家科技进步奖”“陈省身数
学奖”“国家图书奖”等．
由于学术上的突出成果，１９８０年杨乐被选为中国科学院学部委员（院士），１９８７年至１９９４年期间担任数

学研究所所长，１９９２年至１９９５年当选为中国数学会理事长，１９９８年至２００２年在中科院知识创新工程中，中
科院四个数学类的研究所整合为研究院，他被任命为首任院长，２００３年至２０１７年为研究院学术委员会主任．
他曾经担任的学术兼职主要有：国务院学位委员会委员与数学评议组召集人，国家科技奖励委员会委员与自
然科学奖评审委员会委员，中科院主席团委员，中科院数理学部常委与副主任，中国科协常委与荣誉委员等．
杨乐在担任科研组织工作及社会活动方面也显示出卓越的才能．２０世纪８０年代中期，杨乐与王元共同

提议将数学所办成开放型的研究所，获得周光召副院长的大力支持．１９８５年起，数学所进一步加强国际交
流，接待来自国内各大学的访问学者，帮助他们掌握科研动态，明确研究方向，学术水平有了较大提高．同时
数学所坚持以基础数学为主，关注人才培养，注重研究水平，促进学术交流．
１９９６年，中科院与香港晨兴基金会合作，共同创建了中科院晨兴数学中心，聘任丘成桐与杨乐主持工
作．逾二十年来，每年晨兴中心遴选若干意义重大、富有发展前景的专题，邀请国内外在该专题上研究活跃的
青年学者到晨兴中心从事研究，进行交流．此外，还邀请国外对口专家作系列演讲，介绍动态，使国内许多年
轻学子的科研水平有较大提高，一些领域和研究方向取得明显进展．原本国内在算术、代数、几何方面基本处
于空白状态，现在有了本质提升，获得出色的成果．这是晨兴工作的一个突出事例．
杨乐十分关注青年数学人才的培养与成长．他谆谆教导大学生与研究生要有远大的理想与抱负，要对专

业领域有浓厚兴趣，学到真正的本领，长期努力，成为高水平的创新型人才，为祖国科学发展做出贡献．他希
望研究生不要急于进入专门领域，而是要打下较广博的基础．他要求研究生与博士后切勿追求论文数量，不
要仅仅作一些推广与枝节上的改进，而是选择意义重大的课题，从关键处与实质上取得突破，应有重要创新．

５　亏值和波莱尔方向的概念

在介绍杨乐的研究工作之前，先引进函数值分布论中的几个基本概念［１，１３－１５］．
设ｆ（ｚ）为开平面亚纯的函数．Ｒ．Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ引进了ｆ（ｚ）的特征函数：

　　　　　　Ｔ（ｒ，ｆ）＝ｍ（ｒ，ｆ）＋Ｎ（ｒ，ｆ），
其中ｍ（ｒ，ｆ）为平均值函数，定义为

　　　　　　ｍ（ｒ，ｆ）＝
１
２π∫

２π

０
ｌｏｇ＋ ｆ（ｒｅｉφ）ｄφ，

Ｎ（ｒ，ｆ）为计数函数（或密指量），由

　　　　　　Ｎ（ｒ，ｆ）＝∫
ｒ

０

ｎ（ｔ，ｆ）－ｎ（０，ｆ）
ｔ ｄｔ＋ｎ（０，ｆ）ｌｏｇｒ

确定，这里ｎ（ｔ，ｆ）表示在圆 ｚ ≤ｔ上ｆ（ｚ）的极点数，重级极点须按其重数计算，ｎ（０，ｆ）则表示ｆ（ｚ）在原
点的极点重数（若原点并非ｆ（ｚ）的极点，则ｎ（０，ｆ）＝０．）
这时，ｆ（ｚ）的上级λ与下级μ定义为

　　　　　　λ＝ｌｉｍ
ｒ→∞

ｌｏｇ＋Ｔ（ｒ，ｆ）
ｌｏｇｒ

，　μ＝ｌｉｍ
ｒ→∞

ｌｏｇ＋Ｔ（ｒ，ｆ）
ｌｏｇｒ

．

·３７４·
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若ｆ（ｚ）在开平面超越亚纯，ａ为一任意复数，则ｆ（ｚ）对于复数ａ的亏量定义为

　　　　　　δ（ａ，ｆ）＝ｌｉｍ
ｒ→∞

ｍ（ｒ，１／（ｆ－ａ））
Ｔ（ｒ，ｆ）

＝１－ｌｉｍ
ｒ→∞

Ｎ（ｒ，１／（ｆ－ａ））
Ｔ（ｒ，ｆ）

．

易于看出０≤δ（ａ，ｆ）≤１．当δ（ａ，ｆ）＞０时，则称复数ａ是ｆ（ｚ）的一个亏值．
Ｒ．Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ在引进亚纯函数的特征函数与亏值后，基于其基本定理，获得了极其重要的亏量关系，即：
若函数ｆ（ｚ）于开平面超越亚纯，则其亏值至多是可数的，且

　　　　　　∑δ（ａ，ｆ）≤２．
通常的Ｐｉｃａｒｄ－Ｂｏｒｅｌ定理便是亏量关系的一个简单推论．

Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ理论还常常用于寻求新的正规定则．对于平面区域Ｄ内一族全纯或亚纯函数，当其适合某些
条件时，可以先对其应用基本定理．倘若能找到途径，对余项中出现的原始值消去或予以上界的估计，则常能
证明相应的正规定则［１３］．

Ｇ．Ｖａｌｉｒｏｎ基于Ｂｏｒｅｌ定理，引进了Ｂｏｒｅｌ方向的概念［２］．若ｆ（ｚ）于开平面亚纯，级λ为有穷正数，一条方
向ａｒｇｚ＝θ０（０≤θ０ ＜２π）称为ｆ（ｚ）的Ｂｏｒｅｌ方向，若对于任意复数ａ（可以是无穷），任意的正数ε，均有

　　　　　　ｌｉｍ
ｒ→∞

ｌｏｇｎ（ｒ，θ０，ε，ｆ＝ａ）
ｌｏｇｒ

＝λ，

至多除去关于复数ａ的两个例外值．这里ｎ（ｒ，θ０，ε，ｆ＝ａ）表示在区域（ｚ ≤ｒ）∩ （ａｒｇｚ－θ０ ≤ε）上

ｆ（ｚ）－ａ的零点数，重级零点须计算其重数．
Ｖａｌｉｒｏｎ应用Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ基本定理和复杂的分析技巧，证明了一个深刻的事实：若ｆ（ｚ）于开平面亚纯，

且级为有穷正数，则它至少存在一条Ｂｏｒｅｌ方向［２］．
同时，Ｖａｌｉｒｏｎ提出是否ｆ（ｚ）与其各阶导函数ｆ（ｋ）（ｚ）（ｋ＝１，２，…）至少存在一条公共的Ｂｏｒｅｌ方向？

６　杨乐与张广厚的两项杰出研究

杨乐和张广厚从研究生阶段便开始有合作的研究成果，其中最突出的成果是：
定理１［１６］　设ｆ（ｚ）于开平面亚纯，级λ为有穷正数．若记ｆ（ｚ）的亏值数为ｐ，ｆ（ｚ）的Ｂｏｒｅｌ方向数记

为ｑ，则ｐ≤ｑ．
自从Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ建立了其基本定理以后，亏值便成了模分布论的中心概念，关于亏值数目的研究成为

一项重要课题．例如，Ａ．Ｐｆｌｕｇｅｒ，Ｇ．Ｖａｌｉｒｏｎ，Ａ．Ａ．Ｇｏｌｄｂｅｒｇ，Ａ．Ｅｄｒｅｉ，Ｗ．Ｈ．Ｊ．Ｆｕｃｈｓ，Ａ．Ｕ．Ａｒａｋｅｌｙａｎ，

Ａ．Ｗｅｉｔｓｍａｎ等均从不同的视角予以研究．另一方面，Ｇ．Ｖａｌｉｒｏｎ与一些学者又用深入与细致的分析工具，围
绕辐角分布论的基本概念—Ｂｏｒｅｌ方向进行研讨．关于亏值与Ｂｏｒｅｌ方向，各自都有大量研究成果，但是均未
意识到两者之间存在着十分紧密的联系．
从定义可以看出，亏值与Ｂｏｒｅｌ方向是两个极不相同的概念．亏值依赖于函数在整个平面上的情况，说

明函数取该值较为“亏损”，以及函数在该值附近变化较为缓慢．而Ｂｏｒｅｌ方向仅取决于函数在该方向附近局
部的性态，在该邻域内函数取几乎所有复数的值点极其稠密，函数变化十分剧烈．杨乐与张广厚的研究第一
次揭示了这两个看似完全不同的基本概念间的密切联系．
他们还证明了：
定理１′［１６］　 任意给定一正整数ｎ，必存在有穷正级的亚纯函数ｆ（ｚ），ｆ（ｚ）的亏值数以及Ｂｏｒｅｌ方向数

恰好都等于ｎ．即定理１中获得的估计ｐ≤ｑ是最佳的．
对于整函数，他们还进一步获得：
定理２［１３］　 设ｆ（ｚ）是有穷正级λ的整函数．若记ｐ为ｆ（ｚ）的有穷亏值数，ｑ为ｆ（ｚ）的Ｂｏｒｅｌ方向数，

则ｐ≤ｍｉｎ｛
ｑ
２
，２λ｝．

关于亚纯函数Ｂｏｒｅｌ方向的分布，在２０世纪７０年代中期也获得了下述完美的结果：
定理３［１７］　 若λ是一任意给定的正数，集合Ｅ是一非空、闭的实数集（ｍｏｄ　２π），则必存在开平面上的亚

纯函数ｆ（ｚ），以λ为其级，并且ｆ（ｚ）的Ｂｏｒｅｌ方向恰为集合｛ａｒｇｚ＝θ，θ∈Ｅ｝．
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根据Ｂｏｒｅｌ方向的定义和Ｇ．Ｖａｌｉｒｏｎ关于亚纯函数Ｂｏｒｅｌ方向的存在性，不难看出ｆ（ｚ）的Ｂｏｒｅｌ方向的
辐角值一定是非空的、闭的实数集．定理３指出，这也是其充分条件．
１９７６年，杨乐和张广厚发表定理３的论文时，Ｄ．Ｄｒａｓｉｎ与Ａ．Ｗｅｉｔｓｍａｎ关于整函数Ｂｏｒｅｌ方向的分布得到
一个类似结果［１８］．但Ｄｒａｓｉｎ与 Ｗｅｉｔｓｍａｎ在整函数时，对Ｂｏｒｅｌ方向分布的描述不如上述定理３简洁完美，使
用的方法也截然不同，不像杨乐和张广厚证明的那样直接且完全是构造性的．

７　 拟亏量关系与亏函数

设函数ｆ（ｚ）于开平面亚纯，ｋ为一正整数．若ａ为任意复数，Ｎｋ）（ｒ，
１

ｆ－ａ
）表示ｆ（ｚ）－ａ且重级不超

过ｋ的零点的计数函数（即密指量），定义：

　　　　　　δｋ）（ａ，ｆ）＝１－ｌｉｍ
ｒ→∞

Ｎｋ）（ｒ，１／（ｆ－ａ））
Ｔ（ｒ，ｆ）

．

容易看出，０≤δ（ａ，ｆ）≤δｋ＋１）（ａ，ｆ）≤δｋ）（ａ，ｆ）≤１．当δｋ）（ａ，ｆ）大于０时，则ａ被称为ｆ（ｚ）的一个拟亏
值，δｋ）（ａ，ｆ）则称为拟亏量．杨乐在２０世纪６０年代证明了
定理４［３］　 设ｆ（ｚ）于开平面亚纯，ｋ为一正整数，则ｆ（ｚ）的拟亏值至多是可数的，且全体拟亏量总和

不超过２＋
２
ｋ．
即

　　　　　　∑
ａ∈瓘

δｋ）（ａ，ｆ）≤２＋
２
ｋ．

（１）

当ｋ＝１时，杨乐指出椭圆函数就使上述定理中的上界４达到．当ｋ趋于无穷时，则拟亏量趋向于Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ
定义的亏量，定理的结论即成为经典的亏量关系．
定理５［３］　 当ｆ（ｚ）为整函数时，相应地有

　　　　　　∑
ａ∈瓘
δｋ）（ａ，ｆ）≤１＋

１
ｋ．

（２）

１９９４年，Ａ．Ａ．Ｇｏｌｄｂｅｒｇ［１１］继续研究了杨乐定义下的拟亏值与拟亏量关系，用构造具体函数的方法，证
明了对任意正整数ｋ，拟亏量关系中的上界是精确的．即
定理Ｇｏ［１１］　 若ｋ为一正整数，则存在于开平面亚纯的函数ｆ（ｚ），使（１）式中等号成立．存在整函数

ｆ（ｚ），使（２）式等号成立．
设ｆ（ｚ）于开平面超越亚纯，对于适合条件Ｔ（ｒ，ａ（ｚ））＝ｏ（Ｔ（ｒ，ｆ））的亚纯函数ａ（ｚ），杨乐首先定义

了亏函数，并研究了下级为有穷的亚纯函数，其亏函数是否可数，以及相应的亏量总和是否有上界估计．
定理６［１９］　设ｆ（ｚ）于开平面亚纯，下级μ有穷，则其亏函数至多是可数的，且相应于这些亏函数的亏量

总和不超过ｍｉｎ｛［２μ］＋１，ｍａｘ（１，
槡２
２μπ

）｝．即

　　　　　　 ∑
Ｔ（ｒ，ａ（ｚ））＝ｏ（Ｔ（ｒ，ｆ））

δ（ａ（ｚ），ｆ）≤ｍｉｎ｛［２μ］＋１，ｍａｘ（１，
槡２
２μπ

）｝．

定理６的证明，主要是建立了ｆ（ｚ）关于亏函数的总展布关系．
杨乐引进的亏函数及其研究，在２０世纪８０年代引起了国际上函数论学者Ｇ．Ｆｒａｎｋ，Ｎ．Ｓｔｅｉｎｍｅｔｚ等的关

注与后续工作，并为值分布论中持续长久的Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ猜想的最终解决奠定了基础．

８　 关于正规定则的研究

杨乐对于全纯函数与亚纯函数的正规族理论也有许多研究工作，其中寻求正规定则是正规族理论的主
要课题［４，２０－２２］．
杨乐和张广厚在１９６５年的论文里就证明了
定理７［４］　 设Ｆ是平面区域Ｄ 内的全纯函数族．若对族Ｆ中每个函数ｆ（ｚ）和一整数ｎ≥２，在域Ｄ 内

恒有
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　　　　　　ｆ′（ｚ）ｆ（ｚ）ｎ ≠１，
则Ｆ 在Ｄ 内正规．
１９６６年，他们又对亚纯函数族获得类似结果，但要求上述定理中的整数ｎ ≥５．在全纯函数的情形，

１９８２年，Ｉ．Ｂ．Ｏｓｈｋｉｎ证明了ｎ＝１时定理４依然成立．对于亚纯函数族，顾永兴１９７８年证明了在ｎ≥３时上述
定理依然成立．１９９５年，陈怀惠与方明亮、Ｗ．Ｂｅｒｇｗｅｉｌｅｒ与 Ａ．Ｅｒｅｍｅｎｋｏ分别将条件放宽到ｎ≥１．

Ｗ．Ｋ．Ｈａｙｍａｎ的一个重要猜想是相应于他建立的含导函数的基本不等式，正规定则应该成立［６］．
１９７９年，顾永兴证实了这个猜想，但其方法有些特异［２３］．杨乐使用消去原始值的方法，证明了下面的结果．
定理８［２０］　若ｋ是一正整数，ｆ（ｚ）为单位圆内的亚纯函数，且在单位圆内ｆ（ｚ）≠０，ｆ（ｋ）（ｚ）≠１，则在

ｚ ＜
１
３２
内或者恒有 ｆ（ｚ）＜１，或者恒有 ｆ（ｚ）＞Ｃｋ，其中Ｃｋ 为仅依赖于ｋ的正常数．

由此获得顾永兴的正规定则．
定理Ｇｕ　 设ｋ为一正整数，ａ和ｂ（ｂ≠０）为两个有穷复数．若Ｆ 为区域Ｄ 内一亚纯函数族，且对于族

Ｆ 中每个函数ｆ（ｚ），在Ｄ 内恒有：ｆ（ｚ）≠ａ与ｆ（ｋ）（ｚ）≠ｂ，则Ｆ 在Ｄ 内正规．
杨乐还发现了亚纯函数的不动点与正规族之间的联系．
定理９［２２］　设Ｆ是平面区域Ｄ内的亚纯函数族，ｋ为一正整数．若对族Ｆ中每个函数ｆ（ｚ），它及其ｋ级

导函数ｆ（ｋ）（ｚ）在区域Ｄ 内都没有不动点，则Ｆ 在Ｄ 内正规．
结合到复动力系统，杨乐提出以下问题：

问题［２４］　 设ｋ为一正整数，Ｄ 为一平面区域，Ｆ为一整函数族．若对于Ｆ中每一函数ｆ（ｚ），它与其ｋ级
迭代ｆｋ 在域Ｄ 内均无不动点，则Ｆ 是否必在Ｄ 内正规？
这里ｆ２＝ｆ（ｆ），…，ｆｋ＝ｆｋ－１（ｆ），…，ｋ＝２，３，４，…．
Ｍ．Ｅｓｓｅｎ和伍胜健［２５］对此作了研究，并回答了该问题．

９　 辐角分布的新研究

２０世纪中期，关于Ｂｏｒｅｌ方向的研究，中心问题就是Ｖａｌｉｒｏｎ早期提出的：对于有穷正级亚纯函数ｆ（ｚ），
是否它与其各级导函数至少存在一条公共的Ｂｏｒｅｌ方向？Ｈ．Ｍｉｌｌｏｕｘ用近百页的论证，在整函数的情况证实
了论断的正确性．之后，张广厚将Ｍｉｌｌｏｕｘ的结论推广至亚纯函数，但以值无穷为Ｂｏｒｅｌ例外值的情况，并较大
地简化了其证明，但他对原始值的处理仍然相当复杂．
杨乐完全区别于 Ｍｉｌｌｏｕｘ和张广厚的论证，用较为简单与直接的方法建立了一个基本定理，并由此立即

得到一系列推论．例如：

定理１０［１３］　 设ｆ（ｚ）于开平面亚纯，级λ为有穷正数．若ｆ（ｚ）以值无穷为其Ｂｏｒｅｌ例外值，则ｆ（ｚ）与
其各级导函数至少存在一条公共的Ｂｏｒｅｌ方向．
在对辐角分布作了深入研究后［２６－３０］，杨乐指出，相应于一个Ｐｉｃａｒｄ型定理和对应的正规定则，常常存在

对应的奇异方向．从Ｗ．Ｋ．Ｈａｙｍａｎ建立的包含导函数的基本不等式，Ｈａｙｍａｎ曾猜想对应的正规定则应该成
立．杨乐进一步预言应有与其对应的奇异方向．
定理１１［２０］　 设ｆ（ｚ）于开平面亚纯．若

　　　　　　ｌｉｍ
ｒ→∞

Ｔ（ｒ，ｆ）
（ｌｏｇｒ）３

＝∞， （３）

则必存在一条方向ａｒｇ　ｚ＝θ０（０≤θ０ ＜２π），具有下述性质：对于任意正数ε，任意正整数ｋ，在角域

ａｒｇｚ－θ０ ＜ε内，或者ｆ（ｚ）取每一有穷复数无穷多次，或者ｆ（ｋ）（ｚ）取每一非零复数无穷多次．
上述定理中的条件（３）似乎稍强了一些，Ｄ．Ｄｒａｓｉｎ在１９８４年曾提出
问题［１２］　 定理１１中的条件（３）可否易为

　　　　　　ｌｉｍ
ｒ→∞

Ｔ（ｒ，ｆ）
（ｌｏｇｒ）２

＝∞？

当亚纯函数增长性较快，是有穷正级时，杨乐和张庆德进一步得到
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定理１２［２９］　 若ｆ（ｚ）于开平面亚纯，级λ为有穷正数，则必存在一条方向ａｒｇｚ＝θ０（０≤θ０ ＜２π），具
有下述性质：对于任意正数ε，任意正整数ｋ，与任意两个有穷复数ａ和ｂ（ｂ≠０），恒有

　　　　　　ｌｉｍ
ｒ→∞

ｌｏｇ｛ｎ（ｒ，θ０，ε，ｆ＝ａ）＋ｎ（ｒ，θ０，ε，ｆ（ｋ）＝ｂ）｝
ｌｏｇｒ

＝λ．

由定理１２，杨乐和张庆德还得到下述结论，作为Ｖａｌｉｒｏｎ提出的重要问题的一个解答．
定理１３［２９］　 设ｆ（ｚ）于开平面亚纯，级λ为有穷正数．若ａｒｇｚ＝θ０（０≤θ０＜２π）是ｆ（ｚ）的一条Ｂｏｒｅｌ

方向，且在角域 ａｒｇｚ－θ０ ＜ε０（ε０为一正数）内，ｆ（ｚ）有一个有穷的Ｂｏｒｅｌ例外值，则ａｒｇｚ＝θ０是ｆ（ｚ）与
其各级导函数的公共Ｂｏｒｅｌ方向．
１９３０年，英国数学家Ｊ．Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ曾考察角域内全纯函数的增长性与取值的问题，提出一个猜想，长期
未曾解决．１９７９年，杨乐与 Ｗ．Ｋ．Ｈａｙｍａｎ合作研究，论文于１９８２年在《伦敦数学会会刊》（Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ　ｏｆ
Ｌｏｎｄｏｎ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｓｏｃｉｅｔｙ）上发表，解决了Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ的猜想［３１］．

参考文献：

［１］　Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ　Ｒ．Ｌｅ　ｔｈｅｏｒｅｍｅ　ｄｅ　Ｐｉｃａｒｄ－Ｂｏｒｅｌ　ｅｔ　ｌａ　ｔｈｅｏｒｉｅ　ｄｅｓ　ｆｏｎｃｔｉｏｎｓ　ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｅｓ［Ｍ］．Ｐａｒｉｓ：Ｇａｕｔｈｉｅｒ　Ｖｉｌｌａｒｓ，１９２９．
［２］　Ｖａｌｉｒｏｎ　Ｇ．Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ　ｄｅ　Ｂｏｒｅｌ　ｄｅｓ　ｆｏｎｃｔｉｏｎｓ　ｍéｒｏｍｏｒｐｈｅｓ［Ｍ］．Ｐａｒｉｓ：Ｍéｍｏｒ．Ｓｃｉ　Ｍａｔｈ　Ｆａｓｃ，１９３８．
［３］　Ｙａｎｇ　Ｌ．Ｍｕｌｔｉｐｌｅ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　ｏｆ　ｔｈｅｉｒ　ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ａｃｔａ　Ｍａｔｈ　Ｓｉｎｉｃａ，１９６４，１４：４２８－４３７．
［４］　Ｙａｎｇ　Ｌ，Ｚｈａｎｇ　Ｇ　Ｈ．Ｒｅｃｈｅｒｃｈｅｓ　ｓｕｒ　ｌａ　ｎｏｒｍａｌｉｔéｄｅｓ　ｆａｍｉｌｌｅｓ　ｄｅ　ｆｏｎｃｔｉｏｎｓ　ａｎａｌｙｔｉｑｕｅｓàｄｅｓ　ｖａｌｅｕｒｓ　ｍｕｌｔｉｐｌｅｓ，Ⅰ．Ｕｎ

ｎｏｖｅａｕ　ｃｒｉｔèｒｅ　ｅｔ　ｑｕｅｌｑｕｅｓ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｓｃｉ　Ｓｉｎｉｃａ，１９６５，１４：１２５８－１２７１；Ⅱ．Ｇéｎｅｒａｌｉｓａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｓｃｉ　Ｓｉｎｉｃａ，１９６６，

１５：４３３－４５３．
［５］　Ｄｒａｓｉｎ　Ｄ．Ｎｏｒｍａｌ　ｆａｍｉｌｉｅｓ　ａｎｄ　ｔｈｅ　Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ　ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．Ａｃｔａ　Ｍａｔｈ，１９６９，１２２：２３１－２６３．
［６］　Ｈａｙｍａｎ　Ｗ　Ｋ．Ｒｅｓｅａｒｃｈ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ　ｉｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｔｈｅｏｒｙ［Ｍ］．Ｌｏｎｄｏｎ：Ａｔｈｌｏｎｅ　Ｐｒｅｓｓ，１９６７．
［７］　Ｆｅｉｔ　Ｗ．Ａ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　ｖｉｓｉｔ　ｔｏ　Ｃｈｉｎａ，Ｍａｙ　１９７６［Ｊ］．Ｎｏｔｉｃｅｓ　Ａｍｅｒ　Ｍａｔｈ　Ｓｏｃ，１９７７，２４：１１０－１１３．
［８］　Ｆｉｔｚｇｅｒａｌｄ　Ａ，ＭａｃＬａｎｅ　Ｓ．Ｐｕｒｅ　ａｎｄ　ａｐｐｌｉｅｄ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ｉｎ　ｔｈｅ　Ｐｅｏｐｌｅ’ｓ　Ｒｅｐｕｂｌｉｃ　ｏｆ　Ｃｈｉｎａ［Ｍ］．Ｗａｓｈｉｎｇｔｏｎ　Ｄ．Ｃ．：

Ｎａｔｉｏｎａｌ　Ａｃａｄｅｍｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，１９７７．
［９］　Ｆｕｃｈｓ　Ｗ　Ｈ　Ｊ．Ｂｏｏｋ　ｒｅｖｉｅｗ：Ｔｈｅｏｒｙ　ｏｆ　ｅｎｔｉｒｅ　ａｎｄ　ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ—Ｄｅｆｉｃｉｅｎｔ　ａｎｄ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ　ｖａｌｕｅｓ　ａｎｄ　ｓｉｎｇｕｌａｒ

ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｂｕｌｌ　Ａｍｅｒ　Ｍａｔｈ　Ｓｏｃ，１９９４，３０：３１９－３２６．
［１０］　Ｇｏｌｄｂｅｒｇ　Ａ　Ａ，Ｌｅｖｉｎ　Ｌ，Ｏｓｔｒｏｖｓｋｉｉ　Ｉ　Ｖ．Ｅｎｔｉｒｅ　ａｎｄ　ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，Ｃｏｍｐｌｅｘ　ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｍ］．Ｅｎｃｙｃｌｏｐｅｄｉａ　ｏｆ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，１９９７．
［１１］　Ｇｏｌｄｂｅｒｇ　Ａ　Ａ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ａｎｄ　ｓｏｍｅ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｆｏｒ　ｗｈｉｃｈ　Ｙａｎｇ　Ｌｅ　ｄｅｆｉｃｉｅｎｃｙ　ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｒｅａｃｈｅｓ　ｅｑｕａｌｉｔｙ［Ｊ］．Ｍａｔｈ　Ｓｔｕｄ，

１９９４，３：５３－６０．
［１２］　Ｂａｒｔｈ　Ｋ　Ｆ，Ｂｒａｎａｎ　Ｄ　Ａ，Ｈａｙｍａｎ　Ｗ　Ｋ．Ｒｅｓｅａｒｃｈ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ　ｉｎ　ｃｏｍｐｌｅｘ　ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］．Ｂｕｌｌ　Ｌｏｎｄｏｎ　Ｍａｔｈ　Ｓｏｃ，１９８４，１６：

４９０－５１７．
［１３］　Ｙａｎｇ　Ｌ．Ｖａｌｕｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｔｈｅｏｒｙ［Ｍ］．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ－Ｖｅｒｌａｇ，１９９３．
［１４］　Ｈａｙｍａｎ　Ｗ　Ｋ．Ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｍ］．Ｏｘｆｏｒｄ：Ｃｌａｒｅｎｄｏｎ　Ｐｒｅｓｓ，１９６４．
［１５］　Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ　Ｒ．Ａｎａｌｙｔｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｍ］．Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ－Ｖｅｒｌａｇ，１９７０．
［１６］　Ｙａｎｇ　Ｌ，Ｚｈａｎｇ　Ｇ　Ｈ．Ｒｅｃｈｅｒｃｈｅｓ　ｓｕｒ　ｌｅ　ｎｏｍｂｒｅ　ｄｅｓ　ｖａｌｅｕｒｓ　ｄｅｆｉｃｉｅｎｔｅｓ　ｅｔ　ｌｅ　ｎｏｍｂｒｅ　ｄｅｓ　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ　ｄｅ　Ｂｏｒｅｌ　ｄｅｓ　ｆｏｎｃｔｉｏｎｓ

ｍéｒｏｍｏｒｐｈｅｓ［Ｊ］．Ｓｃｉ　Ｓｉｎｉｃａ，１９７５，１８：２３－３７．
［１７］　Ｙａｎｇ　Ｌ，Ｚｈａｎｇ　Ｇ　Ｈ．Ｓｕｒ　ｌａ　ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ　ｄｅｓ　ｆｏｎｃｔｉｏｎｓ　ｍéｒｏｍｏｒｐｈｅｓ　ａｙａｎｔ　ｄｅｓ　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ　ｓｉｎｇｕｌｉèｒｅｓ　ｄｏｎｎéｅｓ［Ｊ］．Ｓｃｉ

Ｓｉｎｉｃａ，１９７６，１９：４４５－４５９．
［１８］　Ｄｒａｓｉｎ　Ｄ，Ｗｅｉｔｓｍａｎ　Ａ．Ｏｎ　ｔｈｅ　Ｊｕｌｉａ　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　Ｂｏｒｅｌ　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｅｎｔｉｒｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｐｒｏｃ　Ｌｏｎｄｏｎ　Ｍａｔｈ　Ｓｏｃ，１９７６，

３２：１９９－２１２．
［１９］　Ｙａｎｇ　Ｌ．Ｄｅｆｉｃｉｅｎｔ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｓｃｉ　Ｓｉｎｉｃａ，１９８１，２４：１１７９－１１８９．
［２０］　Ｙａｎｇ　Ｌ．Ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　ｔｈｅｉｒ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ［Ｊ］．Ｊ　Ｌｏｎｄｏｎ　Ｍａｔｈ　Ｓｏｃ，１９８２，２５：２８８－２９６．
［２１］　Ｙａｎｇ　Ｌ．Ｎｏｒｍａｌ　ｆａｍｉｌｉｅｓ　ａｎｄ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ［Ｊ］．Ｓｃｉ　Ｓｉｎｉｃａ，Ｓｅｒｉｅｓ　Ａ，１９８３，２６：６７３－６８６．
［２２］　Ｙａｎｇ　Ｌ．Ｎｏｒｍａｌ　ｆａｍｉｌｉｅｓ　ａｎｄ　ｆｉｘ－ｐｏｉｎｔｓ　ｏｆ　ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｉｎｄｉａｎａ　Ｕｎｉｖ　Ｍａｔｈ　Ｊ，１９８６，３５：１７９－１９１．
［２３］　Ｇｕ　Ｙ　Ｘ．Ａ　ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ　ｆｏｒ　ｎｏｒｍａｌｉｔｙ　ｏｆ　ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｓｃｉ　Ｓｉｎｉｃａ，ｓｐｅｃｉａｌ　ｉｓｓｕｅ（Ⅰ），１９７９：２６７－２７４．
［２４］　Ｙａｎｇ　Ｌ．Ｓｏｍｅ　ｒｅｃｅｎｔ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ａｎｄ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｔｈｅｏｒｙ　ｏｆ　ｖａｌｕｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ　ｏｆ　Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ　ｏｎ　Ｖａｌｕｅ

·７７４·



　　　 内蒙古师范大学学报 （自然科学汉文版） 第４８卷　

Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　Ｔｈｅｏｒｙ　ｉｎ　Ｓｅｖｅｒａｌ　Ｃｏｍｐｌｅｘ　Ｖａｒｉａｂｌｅｓ，１９９２，Ｎｏｔｒｅ　Ｄａｍｅ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　Ｐｒｅｓｓ，１５７－１７１．
［２５］　Ｅｓｓéｎ　Ｍ，Ｗｕ　Ｓ　Ｊ．Ｒｅｐｕｌｓｉｖｅ　ｆｉｘ－ｐｏｉｎｔｓ　ｏｆ　ｅｎｔｉｒｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｗｉｔｈ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ　ｔｏ　ｃｏｍｐｌｅｘ　ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］．Ｊ　Ｌｏｎｄｏｎ　Ｍａｔｈ．

Ｓｏｃ，２０００，６２：１３９－１４９．
［２６］　Ｙａｎｇ　Ｌ．Ａｎｇｕｌａｒ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｍｕｌｔｉｐｌｅ　ｖａｌｕｅｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｅｎｔｉｒｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　ｔｈｅｉｒ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ［Ｊ］．Ｓｃｉ　Ｓｉｎｉｃａ，１９８０，２３：

１６－３９．
［２７］　Ｙａｎｇ　Ｌ，Ｄｒａｓｉｎ　Ｄ，Ｗｅｉｔｓｍａｎ　Ａ，ｅｔ　ａｌ．Ｄｅｆｉｃｉｅｎｔ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｅｎｔｉｒｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　ｔｈｅｉｒ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ［Ｊ］．Ｐｒｏ　Ａｍｅｒ　Ｍａｔｈ　Ｓｏｃ，

１９８１，８２：６０７－６１２．
［２８］　Ｙａｎｇ　Ｌ．Ｖａｌｕｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　ｔｈｅｉｒ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ［Ｊ］．Ｓｃｉ　Ｓｉｎｉｃａ，Ｓｅｒｉｅｓ　Ａ，１９８２，２５：５７２－５８２．
［２９］　Ｙａｎｇ　Ｌ，Ｚｈａｎｇ　Ｑ　Ｄ．Ｎｅｗ　ｓｉｎｇｕｌａｒ　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｓｃｉ　Ｓｉｎｉｃａ，Ｓｅｒｉｅｓ　Ａ，１９８４，２７：３５２－３６６．
［３０］　Ｙａｎｇ　Ｌ．Ｄｅｆｉｃｉｅｎｔ　ｖａｌｕｅｓ　ａｎｄ　ａｎｇｕｌａｒ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｅｎｔｉｒｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｔｒａｎｓ　Ａｍｅｒ　Ｍａｔｈ　Ｓｏｃ，１９８８，３０８：５８３－６０１．
［３１］　Ｙａｎｇ　Ｌ，Ｈａｙｍａｎ　Ｗ　Ｋ．Ｇｒｏｗｔｈ　ａｎｄ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｒｅｇｕｌａｒ　ｉｎ　ａｎ　ａｎｇｌｅ［Ｊ］．Ｐｒｏ　Ｌｏｎｄｏｎ　Ｍａｔｈ　Ｓｏｃ，１９８２，４４：１９３－２１４．

Ｔｈｅ　Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　Ｌｏ　Ｙａｎｇ　ｔｏ　ｔｈｅ　Ｖａｌｕｅ　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　Ｔｈｅｏｒｙ

ＷＡＮＧ　Ｙｕａｎ１，ＱＩＡＯ　Ｊｉａｎ－ｙｏｎｇ２，ＹＡＮＧ　Ｊｉｎｇ３

（１．Ａｃａｄｅｍｙ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ　Ｓｙｓｔｅｍｓ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，Ｃｈｉｎｅｓｅ　Ａｃａｄｅｍｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｂｅｉｊｉｎｇ１００１９０，Ｃｈｉｎａ；

２．Ｂｅｉｊｉｎｇ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｐｏｓｔｓ　ａｎｄ　Ｔｅｌｅｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，Ｂｅｉｊｉｎｇ１００８７６，Ｃｈｉｎａ；

３．Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ　ｏｆ　Ｂａｓｉｃ　Ｃｏｕｒｓｅｓ，Ｂｅｉｊｉｎｇ　Ｕｎｉｏｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｂｅｉｊｉｎｇ１００１０１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ　Ｌｏ　Ｙａｎｇ，ｗｈｏ　ｗａｓ　ａｎ　ａｃａｄｅｍｉｃｉａｎ　ｏｆ　Ｃｈｉｎｅｓｅ　Ａｃａｄｅｍｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，ｉｓ　ａ　ｗｏｒｌｄ－
ｆａｍｏｕｓ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｉａｎ　ｏｆ　Ｃｈｉｎａ．Ｈｅ　ｍａｄｅ　ａ　ｌｏｔ　ｏｆ　ｏｕｔｓｔａｎｄｉｎｇ　ａｃｈｉｅｖｅｍｅｎｔｓ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｖａｌｕｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｔｈｅｏｒｙ
ｏｆ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｔｈｅｏｒｙ，ｗｈｉｃｈ　ａｒｅ　ｈｉｇｈｌｙ　ｖａｌｕｅｄ　ａｎｄ　ｗｉｄｅｌｙ　ｃｉｔｅｄ　ｂｙ　ｄｏｍｅｓｔｉｃ　ａｎｄ　ｆｏｒｅｉｇｎ　ｓｃｈｏｌａｒｓ．Ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ
Ｙａｎｇ　ａｌｓｏ　ｄｉｄ　ａ　ｌｏｔ　ｏｆ　ｗｏｒｋ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｃｈｉｎｅｓｅ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ　ｉｓ　ｒｅｇａｒｄ　ａｓ　ｏｎｅ　ｏｆ　ｔｈｅ
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｉａｎｓ　ｗｈｏ　ｍａｄｅ　ｍａｉｎ　ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｎ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ｉｎ　ｍｏｄｅｒｎ　Ｃｈｉｎａ．Ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ　ｂｒｉｅｆｌｙ　ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓ
Ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ　Ｙａｎｇ＇ｓ　ｌｉｆｅ，ｍａｉｎｌｙ　ｐｒｅｓｅｎｔｓ　ｈｉｓ　ａｃａｄｅｍｉｃ　ａｃｈｉｅｖｅｍｅｎｔｓ　ａｎｄ　ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ａｎｄ　ｓｕｍｍａｒｉｚｅｓ　ｈｉｓ　ｃｏｎｔｒｉ－
ｂｕｔｉｏｎｓ　ｔｏ　ｔｈｅ　Ｃｈｉｎｅｓｅ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ｃｏｍｍｕｎｉｔｙ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：Ｌｏ　Ｙａｎｇ；ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｔｈｅｏｒｙ；ｖａｌｕｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｔｈｅｏｒｙ；ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ

【责任编辑 刘凤祥】

·８７４·


