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RESuME

Principalement est établi le critére général: Une famille de fonctions f(z) holomorphes dans un
domaine (D) o tous les zéros de f —a; (i=1, -+-, p) ont un ordre de multiplicité > m; et ceux

de f®) —b; (j=1, ++-,g; ¢ = 0) ont un ordre de multiplicité = »;, avec la condition

[ q
Z£€+—I+ZI_<(p-1)-mﬂx(411)+q’

mi Py

=1

mp >k, (i=1,---,p)

est normale dans ce domaine, pourvu que a; (i=1, ---,p) et b; (j=1, ---, q) soient deux groupes
de nombres finis et distincts entre eux dans chaque groupe (&; différents de zéro), et que m7; (i =1,
~es.p) et mi(j=1, -+, q) soient les p + g entiers positifs, supéricurs ou égaux a deux. Puis on
obtient des critéres de normalité des familles de fonctions méromorphes a des valeurs multiples.

PREMIERE PARTIE

IV. Cas PLus GENERAL

8. Nous allons d’abord donner une inégalité avec un reste convenable, qui servira de
base pour la recherche de notre critére général en vue.
Soit @(z) une fonction méromorphe dans le cercle |z| < R( << ©0), et soient
a une valeur finie quelconque et / un entier positif quelconque. Nous désignons par
.\"(\r,— I’indice de densité des zéros de (%) — @, chaque zéro étant compté un
@ —
nombre de fois égal a son ordre de multiplicité 72 si m <<l et égal 2 I si m>1[. En

particulier, on a
N? (r, ;) =N (r, = )
P — a P —da

* Manuscrit recu le 3 juin, 1965.
Le Mémoire présent est la suite d’un autre déja communiqué (Sci. Sin., Vol. 14, No. 9, 1965).
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————

Nous désignons aussi, pour un entier positif 2, par N§ (r, )I’iﬂdicc de densité des
q) —

zéros de ¢p(z) — a, chaque zéro étant compté un nombre de fois égal a son ordre de
multiplicité 7 si 7 < min (2, 1), égal & ¢ si L <m<12 et égal a zro sj m> s et

posons
Ny(r =) = N () = M (L),
pi—a p— da ="

On a en particulier
N}}(r, ! ) = N;)(r, ! ),
P —a q—d

Nﬂ(r, 1 ) = Nu(r, 1 )
('p —1 {{J —l

Dans le cas o @ = co, nous avons les notations N(7, @), N§(7, @) et N{(z, ).
Théoréme 6. Soit [(z) une fonction méromorphe dans le cercle |z| < R( < o)
et soient a,(i =1, -+, p)etb(j=1,-,q) deux groupes de nombres finis et distincts
entre eux dans chaque groupe (b différents de zéro); puis on désigne par my (i=1, -+, p)
m(j=1,++,q) et mles p+ q-+ 1 entiers positifs (= 2) satisfaisant aux conditions ’

p>z’~’-4+1+z el (1+kz L),

i=1 I=1 n.l' ”n J=]1 ﬂ:

kq + 1 d (26)
(i=1,+, D).

=
4 71;

Si f(0) 5 0, 0, a;; [P(0) 3 0, b; et [¥*™(0) 3 0, on a pour 0 < r < p < R Linégalité

{bq ka1 Z _-——(1-!-!322 )}T(r,,‘)<

f=1 '| =1

( }Z rz,) Nop—y(r, ) + (g — 1) Z Nm‘_n(

i=1

ar Z N ﬁ;ﬂ}n(

=) f—a;

)+ Z Nuo (7 —t b) + SE LN

dovec

SCr, ) <a(1og+|f(o)| + log™ | [¥(0) | + log* W

+ C" lOg "l' + "."l()g-L -4 ﬁ’logﬁ -}- ﬁ"log (4
(0] r r p—

’ ’ .
o «, ', f, -,y sont des constantes qui ne dépendent que de R, p, g, 7

égal a la plus petite des distances sphériques de ay, -+, @p O Pris denx d
de by, +-+, b0, 0,00 pris deux a deux. _
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En proc¢dant comme M. H. Milloux!®! [’a fait, nous obtenons pour f*®(z) au licu

de f'(2),
) + {7, 1) - N(r, %)} +

I
@ H (fC0) — a;) 2
+ m(r. p;/__) + log [+= =D Iog—a—. (29)

II¢—ad -

D’autre part, appliquons la seconde inégalité fondamentale de M. R. Nevanlinna a
f®(2) pour les ¢ + 2 nombres 0, 0, b;(j =1, -, q); il vient

pT(r, l)<ZN(r.

f— a;

q

aT(r, 1) < 3 N(r, 2 —) + N (r, /W) + NG, /%) = N, j(jﬂ)) + $,(r) (30)

i=1 NS0

aved

+1) S (k-+1)
S$i(r) =2m (r, ﬂ;t)) ar % M‘( /(kf)k ) =t Z log|/®(0) — b;| +

1
- Tog [0 -+ Tog NG SRR
+ el O S e e

Au moyen de (29) et de (30), on trouve ’inégalité

)"‘iN( fw_g,)_

P
paT(r, ) < NG f) +a > N(

i=1
1 1
{ q-—])N(r ,—(6)+N( )‘(tﬂ))}‘Fsz( ) (31)
ou
£ (€3
Sz(r)=51(r)+quzz(r, )+quog“(0)-—a | +
=1 i
1 2
+ glog—— + C log =
T %
Si @ est pour f(2) — @; un zéro multiple d’ordre 7=k + 1, il entre m — k_fois
dans N(r, _f%) et m —k— 1 fois dans N(r, ﬁ) Ce qui permet de mettre

I"inégalité (31) sous une forme réduite. Nous avons

paT(r, ) < N(r, ) + (g — 1) {Z N () =N (L)} +
+{ZN( i_a')+§N(r /tﬂ—b) N( ,(tlm)}'”z(’)
%N(r,[)—!—((}—-l)if\m(r, 1 )+

i=1 f_al'
rl
-3 (-
i=]

) + Eq) N( o b’) + S:(7). (32)
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Observons que

: 1 )
I 4 ND J—
N”(r, ___1_-—) = N:‘,L..l)(h -—-""'"! > ﬂ;) t= Nim=1 (r [ —a =

[y

1 , _5_{'1' Y )+log—1———-+
ﬂ:Nﬂ;—"(” T____,;:) *-m; i 1/€0) — a,|

+ log* |a;| + logZ}, (L=k k-t 1; i=1, coe )

N(r:l)'_" m-l)(rlf) B8 N(m—l(rlf) = m-l)(r l) +'—f(r1f)J

1 1 ) i
N(r, m) < N,,l._u(h ]—_(D ___— /);

Llrer 1@ ! + log™ | b;| -+ logZ}, (=1, 00,4 4
i nj {T i [/®00) — bl )

ct

T(r, (&) < T(r, ) + kN(r, [) + m( 7—1—(_%) -+ log* | ay| - log 2,

nous trouyons ainsi

{pq—-zp;é"i;l_—l——-zq:—}; —-—( -I—kZ )}T(r,f)<

i=1 ?”f ]=1 / m J=1 ”}

U r
< (144 2 L) R, 1) + Ca= D > Moo ()
j=1 f— a;

=1

+ !Z:E NS ( T m) S Z‘, N1 (r, ﬁﬁ_‘) 4 83(7),

J=1

ou
3 (X 2 ®) (k1)
S3(r) = -l—m(r, / )-l- -(f, / ) 2 ( L)
; ;m = q;m Tz + 2m |\ r, @ =
& (k+1) s 1
+ 35 m(n )+ ) (4= 25D g0y — i +
j=1 f&— b; i=1 72 : »
q
+ (1 ——-) log|/9(0) — ;] + (g — 1) log ——L— +
= )18 oy |/®(0) ]
o= 2
o oy + € 1o
En vertu de P’hypothése du théoréme, on a
kg1 :
q n =0 (‘=1: "'s.p-)
et
(e Lt (G =1, =)
n ] ’ & :Q)
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Pone 18 demonsteation peut s'achéver comme celle du lemme 1.
Qoit /() une fonction holomorphe pour | 2| << R( == ©0), nous pouvons prendre

)
wo dans Vinégalité (27). On a donc le théoreme d'impossibilité suivant.
Soit [(2) une fonction entiére transcendante, et soient m(i = 1,- D)

Theoréme 7.
@) deux groupes de entiers positifs (= 2) satislaisant d la cond:f:an”

ol (] ™ {, +»
q
D > \ﬂ Ag sl oD Yils (33)
l‘r'l mi J= Hr
§j moHs Cons roons les significations de a(i=1, -, p) et de bi(j=1, -, q), alors
e senle des deux circonstances suivantes peut se présenter:
' (9) Tous les zéros de [ — a,(i == 1, +++,p) ont un ordre de multiplicité = my;
-, q) ont un ordre de multiplicité = n;.

Tous les zéros de & — b,(j =1,
La condition

2°)
Prenons par exemple p == 1, g = 2; m = 4, n; = 2(j=1,2); k=1

33) est vérifiée, et on a la conclusion suivante.
Soit [(2) une fonction entidre transcendante, une seule des deux circonstances suivantes

peut e puxu\t(l
19)  Les zéros de f— @ ont chacun un ordre de multiplicité = 4;
Les zéros de f'— b,(j == 1,2) ont chacun un ordre de multiplicité = 2,

3O ‘) 08
ob @ est une valeur finie et &;(j = 1,2) sont deux valeurs finies non nulles et distinctes

entre Cux.
Le théoreme 6 nous permet de donner le théoreme préliminaire.

10. 3
Théordme 8. Soit [(2) une fonction holomorphe dans le cercle |z| < R( < )
ot soient miGi=1,+++,p) et nj(j=1, -+, q) deux groupes de entiers positifs (= 2)

satisfaisant aux conditions

f'w q -+ 1l i ‘?ﬂl
&l

Si Pon conserve les significations de a,(i =1, -+, p) et de bj(j=1,--+,q) et suppo-
sons que les zéros de f— a; ont chacun wun ordre de multiplicité = m; et ceux de
’

fO — b, ont chacun un ordre de multiplicité =mn;, et que f(0) 0, [®(0) %0
fADC0) 25 05 alors on a pour 0 < r < R Uinégalité

log M ;><RCR {103"'”(0)[ + log" (RA|f®(0) ) +

,_I_,I -+ 1 'l" + 1 2R }
= Ry T ey e R— O

o G est une constante qui ne dépend que de 8, k, my, nj, p, q; & étant au plus égal a la

1) Dans ce théoréme, on n’a pas & considérer la condition g > kg -+ 1, car elle n’est utile que pour
mi

le reste (28) de I"inégalité (27).
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plus petite des distances sphiriques de &y, ¥p 0 pris deux @ demx o g
by -, by, 0, 0 pris denx @ deux. .

V. UN CRITERE GENERAL

Théoréme 9. Une famille de fonctions (%) kolomorphes dans un do e
on tous les zéros de f— a,(i =1, +++, p) ont un ordre de muitiplicité -

fO—p(j=1-+++,q:q=0) ont un ordre de multiplicité = nm;, avec lg “ﬂh

11. En s'appuyant sur le théortme 8, nous allons établir le critére subyuns

¢ q
Z&r_"‘_‘+ Sl<@p—1)-max(q1)+aq

i=m) My f=1 M

m; >k, (i=1,-+-,p)

est mormale dans ce domaine, pourvu que a(i=1,---,p) et b(j=1,- %
deux groupes de mombres finis et distincts entre eux dans chaque groupe Chsait
de zéro), et que m(i=1,---,p) et n(j=1,---,q) soient p+ g entiers
supérienrs oun égaux a deux.

Démonstration: Lorsque ¢ = 0, la condition (35) devient

2

(1 = —1—) >1.
1 L

D’aprés le théoréme 2 de ’acticle [9], la démonstration est immédiate. .
Dans le cas ¢ =1, nous pouvons supposer que 4 = 0 (Dans le cascmtnne,}-
suffit de considérer f — @; au lieu de f). En vertu de la remarque faite dans la démon.
stration du théoréme 1, on est ramené a la proposition suivante: I
Etant donnée une suite quelconque {f.(z)} de la famille envisagée dans le cerch
unité ou chaque fonction satisfait aux conditions du théoréme, on peut en extraire une

r
=

suite partielle convergeant uniformément, dans le cercle [z]| < 11_6' vers une fonction limite

qui peut étre la constante infinie.
Pour démontrer cette proposition, nous distinguons deux cas qui s’excluent mutvel-

lement. : : '

1°) Les fonctions f.(z) (# = m) ne s’annulent pas dans le cercle |z| <-%- Dans

ce cas la démonstration peut se faire comme dans le cas 1°) du théoréme 1. { o
2°) 1l existe une suite partielle {f,(z)} et des points z,, en nombre fini ou infini

dans le cercle |z| <% tels que l'on ait f,(z.) =0 (U=12, ..+). En remarquant

que 7, =k, on a en méme temps f,,(2.,) =0, fo(za) =025 ) =

- 1
Pour chaque [ fixe, tragons la circonférence |z — 2| = et on a

(lzl é%) = (Iz— zirl é—;—)c (Iz[ é-i—).
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: i : 5 1 ‘
Prenons sur la circonférence |z — 20| = 5 le point ou un des points { en lequel le

module de la fonction f,(z) atteind son maximum et distinguons encore deux cas:

(k)

{ na

1? ’0 |fs;C2) | <11 pour tout point du segment z,C. En intégrant fiY, foi ",
T successivement le long de ce segment de z,, a un quelconque de ses pomts Z

ou a L, il vient

4| < |80Ce)] +| [ i @ar| <1
-un"

|20 < |f5572Czap) | +

L : @N()dr| <1
)

......

a0 < ez | furer| <

(36)

b) Il existe sur z,Z un ou plusicurs points en lesquels |f®(2)] =1. Soit 25, ce
point Ou celui de ces points qui est le plus pres de z,,. Par intégrations de ﬁ;})’ e g

cuccessivement le long du segment Za2yyide iz, s ziou a z,, on trouve

11| <1, 2] <1,
...... Urx;(ﬂa;)‘ <1

[orsque, pout tout point du segment 2L, on a |fit™(z)| <1, nous intégrons o3,
-+, |4y, successivement le long de ce segment de %,, 4 un quelconque de ses points z Ou
a {, et nous trouvons

9] < 1R +| [ <2

| Lk-—l)( = | (k—l)(z’n!)\ —]—H_’_ fﬁ,’?(r)dr <3
S”IS
o] <+ 2. T
Dans le cas contraire, il existe sur 2,54 un POiﬂt 2, en lequel [fer P (zep ] =1 et

en un autre point quelconque z du segment z,,,z,,,, Iff,f“)(z)l < 1. Par intégrations de

r —-—._ - ‘
;wfn -+ -, f,, successivement le long du segment z,,,z,,, de z.,, z ou a z,',, on a

10| < [£5(=a)] +U I”‘*”(r)dr =1
|J&=D(2)| <3, -+, |fa)(2m, )] <k+2
|2y )l |/ m(z”m __| f“}"'”(f)dfl-> 1= _} — _%_ /

flf ﬂ]
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///’—;;;I EOHCtion /n‘(z) s“tisfait donc

: scg[]'lcnt z!lf

ool Eut : la longueur du |

En désignant par 7 gl L 1 (qui est renfermé par
le ceccle |2 — 2m 4

aux conditions” du théoreme 8 dans

le cercle unité). Nous trouvons ainsi

5 " é 2 l )g
| 1 - = log M (IZ zn;l =Ny [ny =
log M(|z| < FiL f,,,) < l%“n;(@.)l
1
1 " i +
A(1oat 1o (27 )|+ log* | [ (zap) | 108 k »
N Ay (L) ]
4
Sl T log 8| < C(k). (33)

+ log™ — i
(&) 1geocn|

. 1 >
. 90 s i rnées pour |z | << —, a4 [ortiori

Donc dans le cas 2°), les fonctions fa)(2) sont bo pour | z| T f i pour
|z] <—]— et le théoréme est complétement établi.
RT6

12. Le critere 9 comprend bien des résultats connus ou nouveaux.
(A) Pour p =2, g =0; m = m, = co, la condition (35) est vérifiée évidemment,
Dans ce cas, chaque fonction de la famille envisagée a deux valeurs lacunaires, et le
théoreme 9 devient le critére classique de M. P. Montelt'],

(B) Pour p=2, q=0; m(i=1,2) sont deux entiers positifs et la condition

(35) se réduit a la forme

1 1
AT
7 771 (39)

C'est-a-dire, chaque fonction de la famille envisagée a deux valeurs multiples d’ordre
7y etz respectivement avec la condition (39) et le théoreme 9 contient le critére de
M. P. Montel™) qui a été énoncé dans I’introduction.
C) Lorsque p ier iti = iti
e ,_E ) que p est un entier positif quelconque et ¢ = 0, la condition (35) peut
: c

Dans ¢ i i i
e cas, chaque fonction de la famille envisagée a un groupe de valeurs multiples

) . Al - by
.y pey . [9]

1) Dans 3 i i 1dé = —_— (=
) ce cas, il suffit de considérer mi > k(f 1 slaia p) au lieu de q > kg + 1 ( 1 P)
En cffet Iorsquc + 2(f = : )
’ 922 0 ; j :
, I u m' } k 2 ' 1, "', p), on a
n; Lorsque g=1, Ia premiére inégalité dy (35)

a(m; — k) > 1. Clest-a-dire que

q>
¢ peut pas étre vérifiée pour p=1 et

mo=k+1oup=2 et My = =2 et pour

5 ) =2 . .
la famille peut étre démontrée immédiatement SP ¢t un des m; supéricur a 3 ou p>3, la normalité de

ans i i i
intecvention des dérivées dans les conditions,



No. 4 YANG ET CHANG: NORMALITE DES FAMILLES DE FONCTIONS 441

(D) Pour p=1, q=1; my = o, m = ©, la condition (35) est vérifiée, Clest-
a.dire, chaque fonction de la famille envisagée a une valeur lacunaire et dont la A'™
dérivée a une valeur lacunaire non nulle, et le théoréme 9 devient le critére bien connu
de Montel-Mirandal®,

(E) Lorsque p=1, g=1; m = 0, m =2, la condition (35) est également
vérifice.  Dans ce cas, chaque fonction de la famille envisagée a une valeur lacunaire et
dont la A'*™ dérivée a une valeur multiple, et le théoréme 9 devient le critere dd a MM.
Hiong et Hol”), '

(F) Enfin lorsque p = 1, ¢ = 1, la condition (35) se réduit a la forme

kb1, 1

7 7y

<

C’est le théoreme 1’ du present travail.

Mais a part tous ces résultats, le théoreme 9 contient encore des criteres nouveaux
comme les suivants:

Théoréme 9. Une famille de fonctions [(z) holomorphes dans un domaine (D)
on tous les zéros de | — a ont un ordre de multiplicité = m et ccux de R — bi(j =1,
.-+, q) ont un ordre de multiplicité = nj avec la condition

ka+1, < 1
71 ; 7n; q ( )

est normale dans ce domaine, powron que a soit le nombre fini et bi(j=1, -+, q) soient
les q nombres finis non nuls et distincts entre eux; m et n(j=1,---,q) soient les
q + 1 entiers positifs supérieurs ou éganx a deux.

Théoréme 9”. Une famille de fonctions [(z) holomorphes dans un domaine (D)
on tous les zéros de f— ai(i=1,2) ont un ordre de multiplicité =2 et ceux de
J —b(i=1,--+,q) ont un ordre de multiplicité = n; avec la condition

Z( ~L)>1, (42)

i=1 7

est normale dans ce domaine, pourvu que a;(i =1,2) et bi(i=1, -, q) soient deux
groupes de nombres finis et distincts entre eux dans chaque groupe (b; différents de
26r0); et que ni(j=1, -+, q) soient les q entiers positifs supérieurs on égaux a deux.

VI. CYCLE CORRESPONDANT AU CRITERE 9

13. D’abord, comme théoréme de limitation nous avons le suivant:

Théoréme 10. Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité et soient
a, bi, et njG = 1,000, 050 = 1,002 q) des nombres qui ont les significations précé-
dantes et qui vérifient la condition (35). Si tous les zéros de f—a(i=1,---,p) ont
un ordre de multiplicité = my et ceux de [® — bi(j=1,---,q) ont un ordre de mul-
tiplicité = n;, alors on a pour 0 <7 <1 Uinégalité '

log M (7, ) < 13% {10g+|f(0)| + log e T}, (43)

o2 C(E) est une constante ne dépendant que de ai, b; a part de k.
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' ul
44 ke rédult & In forme > (1 - )
pémonsteationt Lorsque ¢==0, la conditon (35) - e i

A8y ent done démontirde,

(9], Iindunlied
ay == 0 (Dans le con contenlre, )

P
1D 'aprés e théordme 1 de I'nrelele
Dank le onk ¢ &% 1, nous pouyons pupposer (e

clfie de consldérer [ = @ llew de /)4
< e module de la fonction [C2) a une

Observons d'abord que dany le cercle [‘l 2

dépend que de log™ |/C0) |
¢ (7)) du n"2 que

tn effet, sl [ ne w'annule
horne supétioure qui ne Lin ! / noule pas dany

- . nous my

le cercle |2l ons daprés inégalit

||:HM(:‘. )'}(I(Ing"'“(ll)‘ = 1)}

comme le cas 2°) de la démonstration du théoréme 9, on trouve

1 Al
log M (.,_' I) w G
P

Au moyen de Uinégalit¢ de Cauchy

“ta)(")l . _!\'f_(}i{‘:il.

dang le cns contralre,

il vient

log™ | /2(0)] %= Collog* |[CO)| 4+ 1) Cimmd, ooy k) (44)

avee Cy > 1.
I Ty e ~ \ g !
Prenons sue I circonférence || == r (0 << r << 1) le point ou un des points £ en
lequel le module de la fonction f atteind son maximum et distinguons deux cas:
.
‘-. ( ) ~ ot I‘. Ill m 1 N
l‘) On ;:Ull*(‘,)| < GO poue tout point du rayon of.  En intégrant
successivement fAY, e f le long de ¢ Yorigi ' ‘ .
; ‘ ; : g de ce rayon de 'origine & un quelco %
points, il vient ! "que (AT

14| < 14D+ || 10

< 2o%ort /@141
1]

o

L 3¢ Collox™ I!(u)l-ﬂ)’

|;(k-n(:)| = |[A=D(0)| 4

llllll

“(':-)l < (k - l)p‘-'o(lﬂlt"‘lﬂlnl-n-;).

En particulier, on trouve

j.. AR V() dr

on

log M (r, |) = C(log™ |/COY| -+ 1).

29) 1l existe : -~
xiste a .

et b ealul e e qu tfmms s..ur ol un point ol |j(k>(z)| = a"oﬂou"'lr(n)l-l-l) Soit o

av ¢s points qui est le plus prés de 'origine.  Comme | e

ons, pour un point quelconque du segment oz, ¢ le cas 19), no

»

[/9C)| = (ke -+ 1 = i)eCotlortiionn ¢
R el (Rl Seeely
2| < (k- ) eCotlon /@)ty
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Distinguons encore deux cas:
a) On a [[*™(z)| <1 pour tout point du segment 2. Dans ce cas,

vong aisément

nous trou-

< eCollox™ O - 1 <L 2 Collor 11O +1)

”m( )| < |02 )| +|S [t ()dr

== 4¢CollorIf I+

|[a=0(2) | < |I‘*’”(z)|+\s (0 (7 )dr

)| < 1] + HWI'(r)dr <

{1 + (k + 1')2(‘& + 2)} ecﬂ{l°R+I’(u)|+l). (46)

b) Il existe sur 2’C un ou plusieurs points ou | [ (z)| = 1. Soit 2" ce point ou
celui de ces points qui est le plus pres de 2’ et soit 7 la longueur du segment 2’ 2’C.
(Observons que

o] < ) + || 1 )de

= zec,,(lou*'l;(o)l-i—l)

o] = 1106 = [ Kedde| = ool — 1 =1,

/(x| < i 2¢O+ U?’?ﬂ i“‘“’(r)dr‘é {1 Juil ot 1)2(k & 2)} eColler /)14,

i=0
La fonction [(z) satisfait aux conditions du théoreme 8 dans le cercle |z — 2| <

n+ (1 —r7) (qui est renfermé par le cercle unité).
Nous trouvons ainsi

log M (7, [) = log| f(D)| = log M (|2 — 2"| < )<

@ oot " + Va1 + 1 i
<< r{‘ ()] + log? /9| + log" sy st

1 DA
+ log™ + lo .___}<
B Gy h—r

5 oG (1og+\;(0)| + log - < )
=7 — iy
14. Nous avons ensuite le théoréme suivant qui étend celui dq !

Théoréme 11. Soit [(z) une fonction holomorphe dans le wmmg éef
y admettant le développement

I(Z) = Co =2 612 - geiiste

et soient a;, by, m; et ni(i =1, -+, pyji=1, =
précédantes et qui verzf:ent la corzdzr.mn (

O et de rayon R, une des deux: circonstan
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1°)  La fonction | cesse d’étre holomorphe dans (T'), o

2°) Dans (I') | n’admet pas un a; comme valeur mul

,dd lf})le d’o;-dre N
" aamet pas un b; comme valeur multiple d’ordre = nj. =

‘ou

’ Supposons que f soit holomorphe dans (I"), qu’elle y admette 2; comme vy
dordre = m; et f® y admette b; comme valeur multiple d’ordre 4 cus m“mplg
G = T Posap,

;I(zl) | !(RZI) — Cu “r C]RZ1 -+ -

la fonction f,(z;) est holomorphe pour | 21

<< 1, et satisfait aux conditig

y ns du the

u theorérne 10
]

log M (% ll) < %ﬁ (log*| Cy| + log 4).

2

D’autre part, 1’inégalité de Cauchy donne

1
|ACO) | é@.
it S

Donc on a

Zgzc(k){|02+|co|+log 1)

| Cil ' (49)

—

DEUXIEME PARTIE

VII. DEMONSTRATION DU CRITERE DE BLOCH ET DE VALIRON

15. En ce qui concerne la normalité des familles de fonctions méromorphes & des
valeurs multiples, A. Bloch et G. Valiron ont I’un aprés ’autre énoncé sans démonstration
un critere de normalité. Maintenant, nous allons donner ici une démonstration élémentaite,
D’abord on a le

Lemme 2. Soit f(z) une fonction méromorphe dans le cercle |z] < R(< )
admettant p nombres distincts a(i=1, -+ -, p) comme valeurs multiples d'ordre = m;
(m;=2; i=1,---,p). Silinégalité

i(l—-l—)>2 (50)

i=1 772

3 4 0<r<R
est vérifiée, alors, en supposant gue #(0) 2 0, co; f'(0) == 0, o a pour

= 1 _.1_ 0 ._-—-—-—-—"2R > (51)
T(r,f)(a(log*][(0)| -+ log m)+ﬁlog3 + v log e

2 g d‘ffdﬂces
7 7 ZLS 5 a. a p p fite deS H
{ z za IHS e
7 ')f de.f co .fzd??fes et 5 est au p eg

7 1 7 deux.
sphériques des points o, =" a,, © pris deux a d
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: i 0.
supposet avec une transformation homographique que a; = 0 et @, =

On peut '
«+, p) la seconde inégalité fondamen-

Appliquons & la fonction f et aux nombres a; (i = 1,
;;1|c de M. R. Nevanlinoa
p :
1 ;
(0= 2T ) < 2 N(r =) + 5Cr. )

'f"‘fh

i=1
aved

p=-1 =1 ’
SCr, ) = Z log|f(0) — a;| + Z m (r, ——I—) -+

i=1 i=1 ' —a

1 1
+ log—————— + Alog — + B,
|#C0)| o

et remarquons que

:\"’(r, 71—{;) < 1 {T(r, ) + log*|a;| + log2 + log ”(0)1——4-"}

7

G =150, )

r f,
Pour limiter la somme > m (r, -———) , nous pouvons lui appliquer le lemme de M. R.
=1 — ﬂ"
Nevanlinna. Puis en utilisant le lemme de Bureau a I'inégalité ainsi obtenue, on trouvera
le résultat a démontrer.

Théoréme 12. Une famille de fonctions méromorphes dans un domaine (D) on
chaque fonction f(2) admet un groupe de nombres distincts a(i=1,--+,p) comme
P
valenrs multiples d’ordre = m; avec la condition Z (1 — i) > 2, est normale dans ce
i=1 i
domaine.
Démonstration: En prenant un nombre positif ¢ (0 < 1), on raméne comme le
théoreme 1 la proposition a la suivante:
Une famille de fonctions méromorphes dans le cercle unité ou chaque fonction satisfait
aux conditions du théoreme, est normale dans le cercle C.: [z]| < o.
Etant donnée une fonction quelconque f(z) de la famille envisagée, nous distinguons
deux cas qui s’excluent mutuellement:
1°) On a |f(z)| > 1 pour tout point du cercle C..
2°) 1l existe au moins un point z' dans le cercle C. tel que |f(z")| <1. Si
Pinégalité |f'(z)| << 1 est vérifiée pour tout point du cercle C., nous avons pour un
point quelconque de ce cercle

11D < |1(z)]| +

L’; f'(r)dr| <R (52)

Dans le cas contraire, il existe un ou plusieurs points dans le cercle Cs tels que [f()]| = 1.
Soit 2" ce point ou celui de ces points qui est le plus prés de z' (2 peut étre égal a
Z'), on a , &

1D < 1) + || r@ar <2,



2R
T(r,:",f)<“+pl°g_;-+TlOgR_.,; (0<r <R)

en particulier, on a
T (% 2", ;) 2 G

avec

logCo=a+ﬁlog%-+ vlopd, Gy

En remarquant que f(z”’) 3 ©o, nous avons, pour un pdle quelconque & de 4,
R (¥t .." "..'I.'I

dans le cercle [z — 2| < Y
S
log _Ib_-—z-z'—'l < N(%, A7 f) <T (%, 2 f) < log C,.
Il vient .
|6 — 2| > ik

Clest-a-dire, f(z) est holomorphe dans le cercle |z — 2| < 40, en prenant o=

Comme C,>1, on a 40@—% et par suite

T (40, 2, ) < log G,.
Donc
logM(|z — 2" <20, f) <

=
< 0ol 2 T (40, 2/, f) < 3 log C,.
40 — 20

log M (Ce, f)

Les deux cas précédents nous permettent de conclure que la famille en

normale dans le cercle fixe C.o (cr = —1—) et le théoreme est démontré.
8C,+ 1

16. Soit f(z) une fonction méromorphe dans le cercle unité ou elle sa

conditions du théoreme 12 et ne se réduit pas a une constante. Dans
1 : : ’ . S A

G2 < -a—(a = ————) , il existe au moins un point %, tel que (z0) 0, @
10 lzl 10 8C, + 1 PO 0 q f / ’

on a |f(z)| = 1 pour tout point du Co, il vient

9 1
T( » i) )= ?
107 @) =0

1) Comme d’habitude, nous désignons pac T(p, 2”, f) la fonction caractéristique de f(z) PO
|z — 7’| < p et par N(p, 2", ) Vindice de densité des poles de f(z) pour le méme cercle.
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cl

q (:Lu. T [\ - ‘“H“(..:'.u)l,

H 1 h y " " b -
Dans le cas contraire, nous pouvons obtenic par In démonsteation du théoreme précedent

T ( ) &

9

ob C est une constante numérique. On trouve ainsi, pour 0 << 7 < T
TCr;, 2o I) e l”!ll-”(zn‘)' = 1Cs (55)
Observons que le cercle | 2| = -%— ost renfermé par le cercle |z — 2| = 'I% a. Nous
avons, pour un nombre quelconque X,
fo . 0 - :
il - -\) = (-.'_ s %0 = _\) =
”kjll . N 'l(}” n’
< l = S o M:_\Il‘_’ g \’) !I - ‘
-h—tr ;u‘ ¢
10
log ===
O
—
10
< ‘ {'f (ﬁ a, Lo I) + log" | X| + log— —= = logZ} <
o4 U \1o U(‘.u) =
og — .
< A+ Blogt ———— (56)
ll('\-ﬂ) ‘\
Soit @(z) une fonction méromorphe dans le plan ouvert ol clle satisfait 4 la condition
Gl I(r, @) 003 (57)
r-= (log7)’

G. Valicon™ a démontré qu’il existe une suite infinic du cercles de remplissage
Ci lz— 2| <milzil G=1,2,--+), tels que, dans C;, @(2) prend z; fois au moins

toutes les valeurs représentées a 'extérieur de deux cercles de rayon &3 &y, 1;,,—1— tendent
"y

; 1
VLS Zero avec ——.
]

Dans les cercles Cj: |z — 2l <£«q,]z;| (j=1,2,--+), nous allons démontrer que
a0
la fonction @(z) ne peut pas admettre p nombres distincts a; (i = 1, +++, p) comme

valeurs multiples d’ordre == m; avec la condition z (1 —_ L) = 2
=1 7
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l \'!ll. xv
tn l:'”[‘l, 51 . i
IPPOSONS que cotre conclusion ne soit pas veaie, Pogong ¢ = -
- N " s
2 < U "
m(C) ‘I:(-' o a %
/ o M8 - 7 pour chaque j fixe, Dans le cercle Igl < 140
v - k) n '
raisonnement précédent Fapr [
o ;
n (—2, o . A) < /1 - B h.'ul _____ql_ p—
|‘p(Zu). X

En outre,

(7]

n (-2—, D v .\’) =n(Cpp=X)>n,

sauf deux cercles y de rayon &,  En prenant j suffisamment grand

1 ' i] cxiﬁtc X
|2(20), X,| > r3 et A+ Blog2 < p,

1€y e
Ce qui donne une contradiction,

Donc, on a le

Théoréme 13. Soi p(2) une fonction méromorphe dans le
satisfait a la condition (57); il existe au moins une direction (]') telle que dans ,
/]

angle quelconque de bissectrice (J), o(2) ne peut pas admettre un groupe
distincts a, (i =1, -+ s b)) comme valeurs multiples d’ordre > m;

i(1——1-);>2.

{m1 m,

Plan onverr oy elle

de nombye;
avec la condition

VIII. EXTENSION PAR L’INTERVENTION DES DERIVEES

17. Ensuite, en introduisant des dérivées des fonctions envisagées, nous avons le

Théoréme 14. Soit M une famille de fonctions méromorphes dans un domaine
(D) on chaque fonction [(z) admet o et p nombres distincts a;(i =1, +++, p) comme
valeurs multiples d’ordre = m(=1) et = mi(= 2) respectivement, et sa k"™ dérivée
admet q(=0) nombres distincts non nuls b,(j =1, +-,q) comme valeurs multiples
d’ordre = n,(=2). Si les inégalités

? g S 1 : y
N kgt1 L+_1_(1+k —)<(p—1)'max(q.1)w
';{__-_"': 77} ; 7 mn %{ 7 (58)
kg + 1 =S
j =1, -, p; lorsque ¢ = 1)
q = = (i P

une famille
sont vérifides et p =2 lorsque m>1 et p =3 lorsque m= 1, alors M est u

normale dans ce domaine. A (1 1)>2
e ——
Démonstration: Lorsque g =0, la condition (58) peut s¢crire ;Z:; -
émo :

i immédiate.
— m); d’apres le théoréme 12, la conclusion est 1mm
= m); o
il suffit de prouver la proposition:
fonctions méromorphes dans |

est normale dans le cercle Co:

(ap41 = Py Mps1
Lorsque 4 = 1,
Une famille M de :

catisfait aux conditions du théoréme,

.4 ob chaque fonction
cle unité ou ¢
: conce Cot [2] <o@<o<D)
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Soit [(z) une fonction quelconque de la famille M. Si f(z) ne prend pas @ et @
dans Cos alors elle a deux valeurs lacunaires et une valeur multiple. D’aprés le
théoreme 12, la conclusion est immédiate. Dans le cas contraire, il existe un point &
dans Ca tel que {(7') = a, ou a,. En vertu de ce que les ordres des zéros de f— @i
cont supérieurs ou €gaux a my, @ fortiori, supéricurs a k, alors on a fiO(y) =00 =1,
ol D)

Distinguons deux cas qui ¢’excluent mutuellement:

1°) On a |f¥(z)| <2 pour tout point du cercle C.. Nous trouvons ainsi pour

un point quelconque z de ce cercle,

10| <|[_fom@ar| <2 G=1,0 k=1
1@ < | +|[_r@ar| < i+ 2 (59)
avec Cy = max (|a 15 |”z| ).

29) 1l existe un ou plusieurs points ou |f*(z)|= 2. Soit 2" ce point ou celui de

ces points qui est le plus prés de 2’, on a
[{D (D)< 2 G =2, ki 1)

ct
|z < Ci+ 2.

Nous distinguons encore deux cas:
a) Si Dinégalité |fA(z)| <1 est vérifiée pour tout point du cercle Cs, on peut

obtenir

10| < 110D + || 1o

=

I Dl i (= i, )

ct

< Cy+ 2k + 3. (60)

@1 < 1@ +| | Fer

4

b) Il existe un ou plusieurs points ou |f&+(z)| = 1. Soit 2z’ ce point ou celui

de ces points qui est le plus prés de 2 (2 peut étre égal 2 ), on a

0] < OGN + || 1% | <5,
0| = 1@ = || 1| > 1

ct

|1(z"")| < 2k + 3 + Ci.

, Dans le cercle |z — 2| < R (R =1— ), nous appliquons a la fonction f(2) le
théoreme 6 et le lemme de Bureau; il vient

T (B, 27 f) <ot plog-+ v log4
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) est au plan dgal & T plus petlee dos dntanees ﬂtlhl"rhllrlm 'll" “':ﬁ’_{ 1, ¢ O, e
M § oest o _ g |
: | | loux A denx ot N celle de b() =1 dd o i ]' o I “;“'- Coming
Wi (e ” 110 4
Ilu démonsteation  du  théordme 12, In fonetlon /Ce) ol I"'_""""'" 0 dang lu rergly

I
' ' log €y = o 1 2 log Iy log 4 ) o
- gt . i ) "‘-“ i
,1 N , \d (” Hey | 0

log M (Cu, ) = log M (| 2 ¢! | - 20, /) ws AT CAar, /) =<8 lou [#79 '(M)

Done, le théordme xe tronve dnbli, ‘ .
l ' v "W ' i
18, Nous allons mentionner quelgques cas parth uliers shmples du théordme I, ful

L penve cdéduire des cdauliats antérioues,
5 l“("":‘]“' Ill‘:::- :lrnlzli‘l;:'"tllv fonctions méromorphes dane un domaine (l'.'*J. 00 chngue fonic.
gon /(2) admet oo ot denx nombres finie v distinetn @, 07 =1, 2)  comime vilougy
multiples d'ordre =0 2 et ox 8, et s dévivée /'Co) admet un nombre finl ton nol 4 Comme
valeur lacunnire, est normale dans ce domnine.

(1) Une famille de fonctions méromorphes dans un domaine 1)) ol chague fone.
ton f(g) admet @ et deux nombres Finde distinees @, (7 == 1, 2) comme valouey multipleg
d'ordre == 2 et =» 3, et sn deuxieme déeivée /(1) ndmet deux nombres finis noy nuls
et distinces £,C) == 1, 2) comme valeurs Incunnires, est normale dane ce domnine,

(C)  Une famille de fonctions mécomorphes dang un domaine (1)) o chague fope.
ton fC2) admet trois nombres distinets Chinls ou non) a,(/ =+ 1, 2, 3) comme viloues
multiples d’ordre =5 3, et wn dérivée ['(2) admet deux nombres finls non nuls et distineey '
&Cj == 1,2) comme valeurs multiples d'ordee == 2 et 2= 3, est normale dans co domaine,

(1) Une famille de fonctions meromorphes dans un domaine (1)) o chnque fone.
tion f(2) admet quatre nombres finds distinets a(i=1,284) comme valeurs lllll]tipln_
d'ordre 22, et s dérivée /'(2) admet quatce nombres finls non nuls et distinety
b,(j=1,2,3,4) comme valeurs multiples d’orcre 2 2, est normale dins ce domaine,

Remarque.  Dans les cas o p= 1(m > 1) et P 20m = 1), les critéroy annlogues
ne sont pas encore ¢tablis,

IX.  Auvrnus misurnrars

19. Pour terminer, nous établissons un critere de normalité & 'aide d’une inégalité
fondamentale de M. Hiong King-Lait?!,

, " : : :

Théoréme 15, Soi [C2) une fonction mdéromorphe dans le cercle |2] < R(
et .\'olw-"w aiim 1,0 p) ot bij = 1,4, q) deux groupes de nombres finis non
et distincts entre eux dans chaque groupe, Si | admet oo et a(i=0,1, «ov P g *
' ) ] ’ Bl
comme valenrs multiples d’ordre ™ miCax1) ot '3 gyl O NS & by my >

’ ] ’ ’

- A l' . ’ ]
v dérive | admet b; comme valeurs multiples d’ordre >» 1 (j s, ean asnyon 2
si Uinégalité ) ) 43 2)

|

. W
: o N (i | :
(] = om (2 | Z‘ _) (orsque q 3 2)

on I=1 Ny

)

P @ Wl ' y
p1>2 4 T (T (8 ol P — ‘
i ‘%" m; l " ' (2 8 ""—l) (zar.fq’l‘ gl- I}



-\J ‘ \ .\k 4 H . .
4 (.l EI CII' IJ(-J“ (]R ll‘ I)I“..,b !'J'\ l ] ! I)]". I' N(..[lo\l y

gst vérifiée, alors, en supposan
: 2 '
(o i R que 1(0) 0, 0; fi(0) 25 0; f(0) 20, on a pour

T ) = (10g+|/(0)| + log*

1
2 + log* — 1
RIFCO[ ™ ™ “RE70y] )+

+ g logi» + 7 log 2R
B R (63)

on « f ety sont des constantes, & est au

Hes de a; T W .
ques r‘( 1, » 1), 0, pris deux
p_rf_\' denux a deux.

{ufnx égal a la plus petite des distances sphéri-
@ deux et a celle de by(j=1,---,q),0, o

En effet, suivant | i
e raisonnement d i 2
¢ M. Hiong®), nous pouvons trouver

(» + )T (7, f) < 2N(r, 1+ (g + I)N(r, —}~) -+ Z N(

2
+§N( —)—{a (-, ;)-i-N( f)}+sc> (64)

1

avec

=1 i=1

o gilog Sy S 1 f .
qlog 700 + log ———— ””(0)\ + (q+2)m(r —j-)-l-Zm(r, ff') -4

. i-_w 7 (r, -f—a,-) A ;i:\{ m (r,

Lorsque ¢ = 2, si « est pour f(z) — @; un zéro multiple d’ordre ¢ = 7z, il entre

iy i
+ A log — .
= 0g6+B

g(l — 1) = m; fois dans gN (r, %) . Ce qui montre que
+ q)T < 2N A7
(0 + TGN < 2NG, fy +aN (7, 2) + N3 5-) +

f
+ 38 (r L) + 5.

i=1

On peut trouver de la méme fagon que pour le théoreme 6

{ qf’:’t‘_az_-i nj m (?+Z )}T(”D‘{-Sl(f),

i=1 =12

ou

5i(r) = (g +1— )1og|f<0)| - Zlo 2|£(0) — ai| +

77y

+ Z(l — L) g 1(0) — 41| + alee gy or o
(44‘2"*‘2 ) ( )-1-2:;1( )+‘Z_1 ( f—-a)"’

.ff

L im(r,
i=1 =

)+Alog—1—+ B.
bi 0
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En majorant le teste, nous pouvons obtenir I'inégalité (63).
Lorsque ¢ == 1, de (64), on a

(b + DTG ) < 2NCr ) + N (7, -}—) + N, -}—) i

+ Z:: N(r, __l_*) + N(r, -FTE_—})—I) 4 S (s

[ — a;
1l vient
P
3>l L 1G4 Ulre,n<s)
{P s b %{ 7y n m m
avec

5:0r) = (2= 2) gl @)1+ 33 (1 = L) log €00 — ] +

f=1

1 ' - i ._1__- S
1 sl O = il +log ooy log o

o (3 st -:;;);»(r,—l’—) +2m(r,-l;) Sis ‘Pl m(r, f—rﬂ:) ot

R ) 1
} + Alog — 4 B.
-+ m (r =0 2 .

Nous obtenons encore 'inégalité (63).
Le théoreme précédent nous permet d’établic le critére suivant:
Théoréme 16. Soit M wune famille de fonctions méromorphes dans un domaine
(D) on chague fonction {(2) admet co et p nombres [inis et distincts a(i=1,+
comme valeurs multiples d’ordre =m (= 1) et > m (= 2) respectivement,
dérivée [(2) admet q nombres finis non nuls et distincts bi(j=1,--+,q) comm
valeurs multiples d’ordre > n; (= 2). Si Uinégalité f

2 NS 1( S

+qg—1>9"T< -4 == s\l o1 __)

pt+aq o ; 5y g, ; . (lorsque q = 2))
on

r
P>i+zi+l+l@+l)

lorsque g = 1)/
o y=a my m om m (lorsque q ! 2

est vérifiée, alors la famille M est normale dans le domaine (D).
20. Nous signalons ici deux cas particuliers du théoréme. 1.._.6, lesq
étre obtenus du théoréme 14, [
(A) Une famille de fonctions méromorphes dans un domaine (D) od
tion f(2) admet 0 et deux nombres finis distincts a,(i = 12
d'ordre >3, >2 et > 4 respectivement, et sa dérivée f ,-.J
non nul & comme valeur lacunaire, est normale dans ce don
(B) Une famille de fonctions méromorphes dans
tion f(z) admet o et un nombre finj @, comme valeurs



[1]
{2]
[31]

[4]
(51

(6]
[71
(8]

21

£ multiple d’ordre = 4w
Il est natuel de se demander-

de f(z2)? Ce remplacement  poyg
résoudre,

En partant du théoréme 14 et du théoreme

directions du type de Julia pour une fonction ﬁaétomotphe dans le plan ouvert qui satis.
fait a la condition (57). | _

16, nous pouvons obtenir quelques
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