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REsume

Prinecipalement sont établies les propositions:

(1) Soit f(2) une fonction méromorphe d’ordre ©(0 < p < + 00) dans le plan ouvert. Si Uon
désigne par p le nombre des valeurs déficientes de f(2), et par q le nombre des directions de Borel
de f(2), alors on a p < q.

(2) 8i Pon conserve les hypothéses du (1), ei suppose que © > %, alors on a p=gqg — 1.

INTRODUCTION

Depuis que R. Nevanlinna a introduit la notion de valeur déficiente dans la
théorie des fonections méromorphes, se pose alors la question d’obtenir une limite
supérieure du nombre des valeurs déficientes d’une fonetion méromorphe en Dassujet-
tissant & certaines conditions. Et celle-ci, abordée par R. Nevanlinnal, a été étudiée
déja par divers auteurs (voir [6][8]11[9]).

A. Pfluger? a établi d’abord la proposition: Si le défaut total d’une fonction
enticre f(z) d’ordre p (supposé fini) est égal a deux, alors f(z) a p+ 1 valeurs
déficientes au plus. Puis, G. Valiron"" a montré quune fonction méromorphe d’ordre
nul a une valeur déficiente au plus. Mais A. A. Goldberg” a trouvé un exemple de
fonction méromorphe d’ordre fini qui a une infinité de valeurs déficientes. Ainsi on
n’en peut pas limiter le nombre des valeurs déficientes au moyen de Vordre.

Plus tard, A. Edrei et W. I. J. Fuchs"™ ont étudié le nombre des valeurs
déficientes de ecertaines classes spéeiales de fonctions méromorphes. DPuis, N. TU.

’ L4 4w - r ’ - ~ 1 4
Arakelyan' a démontré qu’il existé, pour tout nombre p supérieur i ?, une fonction

enticre d’ordre p qui a unc infinité de valeurs déficientes. Récemment de nouveaux résul-
tats'>15) ont été obtenus. En particulier, A. Weitsman'™ a étendu aux fonetions méro-
morphes le théoreme cité de A. Pfluger. Notre but principal dans ce travail est de
montrer que, pour une fonetion méromorphe dordre fini positif, le nombre de ses
valeurs déficientes ne dépasse pas certaines limites supérieures ou ficure le nombre de
ses directions de Borel. L’intérét de ce résultat est eec que la notion de valeur défi-
ciente et celle de direction de Borel %ont en apparence tout & fait différentes. Nous-
trouvons aussi quelques résultats sur la distribution des directions de Borel d’une fone-
tion méromorphe d’ordre fini positif et sur sa croissance.
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Nous présentons ici nos remerciements & M. Chuang Chi-tai, qui a lu le manuserit
de ce mémoire et nous a bien aidé de ses précieux conseils.

I. LemMES PRELIMINAIRES

Nous énongons d’abord les lemmes suivants dont la démonstration sera donnée plus
tard.

Lemme 1. Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre o (0 << o << + 00) dans le
plan owvert et sotent a, (e =1,2,--+.p) p (A< p << + ) nombres complexes dis-
tinets. On suppose que 6Ca,, f) =106,=>0 (u=1,2, -+, p). 8i p(r) est un ordre
précisé de f(z) et U(r) = r*, alors il existe une swite de nombres positifs R,(n =1,
2, - +2), avec lim R, = -+co, jowrssant dc la propriété swivanic: Powr ehaque n suffisam-

T oo
ment grand, en désignant por E,,(pn=1.2, -+, p) Vensemble des valeurs »(0) < w<
2x) pour lesquelles

1 § . .

log _ > U(R,) lorsque a, = <0,

- ilf(Rnc"") . ([,‘“i 2p+4 ) Q # 3
5 (1.1)

log| f(R,e™)| > py U(R,) lorsque «, = o,

avee § = min 8,, on «a
1P

mes E;:,u = }3:(3, bs {J> =0 (4“' = 4 :-J) Tty P); (12)

ouw K(8,p, p) est une constante positive ne dépendant que de 8, p et p; on peut premdre

K(3, p, p) = ————2% .
(5 + og pQ)4+92 <].3)

log —
. . 3
Lemme 2. Soit ¢(£) une fonction méromorphe dans le cercle |{| < R (<< + 00).
Si Von pose

N=n(R,g=0)+n(k,g=1) + n(R, y = ),

et suppose que d(>>0) soit égal a le plus petite des distances de Uorigine O a lUun
queleonque des points ote g(§) = 0,1 ou 00, alors on a pour 0 < r < R Vinégalité
CRM {]wﬁﬁ

12
oz B b loetR 105._:'"-;; + log — abv } Foet | g(0)]. (1.4)
_—

T(r, g) <
d ¢

R—r

ot C est une constante numérique.

Pour la démonstration voir [16, 468-—470].

Lemme 3. Soit f(2) une fonction méromorphe d'ordre p(0 << p << +- ©0) dans le
plan owvert ct soient By arg z = w,, D arg z = w;, 0 < 0, < w, < 2% + o, (en
particulier, B, peut étre arg z = 27 + w,) deux demi-droites issues de Uorigine telles qu’il
n'existe pas de direction de Borel de f(z) dans le secteur o, << argz << w,. Supposons
quwil existe une swite de mombres positifs R,(n=1,2,+--), avec im R, = + 00, ¢t une

1 ->4 oo
valeur complexe (finie ow non) ay telle que, powr tout nombre positif quelconque €, en
désignant par E, Uensemble des valeurs w(w, < 0 << w,) pour lesquelles
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1 .
loe - > Rf, £ o8 oa, = co,
{ iR o™ — a] “ (1.5)

log | f(R,e™)| > Ry si @ = 00,

on oit mes E, > K, > 0, pourvu que n soit suffissmment grand, ow K, ne dépend pas
de e. Dans ces conditions, étant donnés un mombre positif K, et un nombre positif
suffisamment petit «. on peut trowver une swite de courbes L, satisfaisant aux conditions
survantes:

1. L, est située dans la région w, + 8a <argz < w, — 8a, R, — 1< |z| <R,.
Les points cxtrémes de L, sont R,e ™) et R,e*“ W (8a < o, << 9a). En désignant
par A, Pare {R,e*|w, < o < w,}, la mesure de Vensemble des valeurs o pour lesquelles
R.,e™€ A, — L,, est infériewr a K,.

2. Powr chaque n positif, pourvie que n soit assez grand, on a sur L, Uinégalite

10‘.1—-—i-—-_ > R™"  lorsque ay == ©0,

log | f(z)| = R lorsque a, == oC .

w
Lemme 4. Sous les hypothéses du lemme 3, on ¢ w, — w, <= —.
0

I1. TuforEMES PrINCIPAUX

Théoréme 1. Noit f(z) une fonction méromorphe d’ordre p(0 << p << + 00) dans
le plan owvert. Si Pon désigne par p le nombre des wvaleurs déficientes de f(z), et par
q le nombre des directions de Borel de f(z), alors on o p << q.

Démonstration. On sait, d’aprés un resultat classique de G. Valiron!™ 3 qu’une
foncetion méromorphe dordre p(0 << p << + ©0) possede au moins une direction de
Borel, par suite g = 1.

Lorsque ¢ = -+ 0, la conclusion du théoreme est immédiate.

Lorsque 1 << ¢ << -+ o, supposons que p soit supérieur ou égal & ¢ + 1. Nous
allons montrer que cette hypothése entraine done une contradiction.

Prenons ¢ -+ 1 valeurs a@,(u=1,2, -+, q 4+ 1) déficientes de f(z) telles que

5Ca,,f) =06,>0 (u=1,2,---,9+ 1) et posons § = min &, Disignons par
laH=qg+1
B, argz=o0w, (m=12 ¢ 0<0o <o <- ' <ow,<2r; w0, =">2r+ o)

les directions de Borel de f(z).
Tl nous est Joisible de supposer que a@,(pe=1,2,-++ q) =oient finies. En cffet,

dans le cas contraire, nous envisageons la fonection ; au licu de f(z), ou ¢ est

1
() — ¢
une valeur non déficiente de f(2). I nombre des valeurs déficientes de f(z) et le

nombre de celles de sont égaux. Le nombre des directions de Borel de f(z)

1
fz) —e

et le nombre de celles de sont aussi égaux. Mais les valeurs déficientes de

1
f€e) — ¢
sont finies.

1
f(z) —e¢
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En appliquant le Iemme 1 & la fonetion f(z) et aux ¢ - 1 valeurs déficientes @y
on trouve une suite de nombres positifs R,(n=1,2,---) avee lim R, = + co telle

71—
que, pour chaque n suffisamment grand, en designant par E,(u=1,2 ---.p) len-
semble des valeurs w(0 << w << 2x) pour lesquelles

log !f(R,,e"‘}) —T> gfﬂ UR) (=12 - ¢+1) (2.1)
on a
mes E,, > K(5, g+ 1, p) (pe=1.2.-++ g+ 1), (2.2
ou
K(8, g+ 1, ) = - o .
5 1 log 28(q + 1)e¢ 4o+2
log 4

[

Done, on peut conclure que pour I'un des ¢ seeteurs w,, << arg 2 << w,,,; (m =1,
2, -0+, q), soit @G- Wy, << Arg 2 << ,, ¢ ¢t une suite partielle R,, de R,, la mesure de
P’ensemble des valeurs w(wmi < w << "’=”:+'> pour lesquelles

1 -
| F(R e ) — ay]

log

> R (2.3)

soit supérieur i -i— K(6. g+ 1, p) pour tout nombre positif e, ponrvu que = soit

suffisamment grand.
Pour la fonction f(2), sa valeur déficicnte «,, ses directions de Dorel B, : argz =
w, et B, .+ arg 2z = w,, .1, la suite de nombres positifs I2,,. et les constantes positives
1 ] =] i+ 13

K, =K, = —;— K(3,q+1,p), on y peut appliquer le lemme 3. Par conséquent, étant

donné un nombre positif suffisamment petit ¢, on peut trouver une suite de courbes
L)) telle que, en désignant par A Pare {R,,e%] O, < 0 < W, 1), O it mes{w|R, ™€

A — L} < % K(6,9 4+ 1, p) et pour chaque 7 positif, on a swr L, Pinégalité

1 - -
log ———=——— > RO, (2.4)
i |f(2) — a]
i
pourvu que n soit suffisamment grand.
. .. —ReTe
En posant d = min  [a, — a,[, on a pour i suffisannnent grand, max(e™ ™ |

1< Mg +1
—RET d . s p e N
e ™)< re On peut conclure qu'un point queleconque de L} ne satisfait pas & une

des inégalités

1 ) _
— = RITE, p=23 -+ g+ 1). 2.5
]f(z) o] 1 ( (] ( )
(1)

En effet, «i (2.5) est vérifiée en un point z de LY et pour une valeur a,o(fz < vy <
g + 1), en considérant (2.4), on trouve

log
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—RPT _RPTE
A< la,—a,| < la,— ()| + [f(&) —ap| <e ™ 4o ™ <d
Dans le sccteur G,, les points z = R,;¢™ pour lesquels
log : e (2.6)

l f(Rulem) - azl

doivent appartenir i Pensemble A — LY.  Par suite, la wmesure de Tensemble des
valeurs w(w, < w < w,) pour lesquelles linégalité (2.6) a lieu, est inférieur a

1
LS + 1. 0).
g K(5,q+ 1, p0)

Comme R, est une suite partielle de R,, d’aprés (2.1) et (2.2), la mesure de
Vensemble des valeurs w(0 << w << 2x) pour lesquelles Tindgalité (2.6) a licu, est
supérieur 4 K(8,q + 1, p).. On peut done conclure que pour l'un des ¢ — 1 secteurs
Wy < ArZ2 < gy (M=1,2, -+ m —1,m + 1, -+, q), soit G w,, < argz << 0, 4,
et une suite partielle R,, de I,,, la mesure de l’ensemble des valeurs m(m,,,z < w <
®,, +1) pour lesquelles

1
o
O T R — ]

> Ri; (2

[
-]
p—

soit supérieur i % K(8,q + 1, p) pour tout nombre positif e, pourvu que » soit suf-

fisamment grand.

Pour la fonetion f(z), sa valeur déficiente a,, ses directions de Borel B, arg: =
Oy DBy arg 2 = w,, 4, la suite de nombres positifs R,,, ct les constantes positives
K =K,= %1;- K(8,q -+ 1,p), on peut appliquer le lemme 3. DPar conséquent, étant
donné @ >> 0, on peut trouver une suite de L2 telle que, en désignant par )Y Parve

: - 1 ] r
{R,,_?c“"lw,,,z < w < wmz_,_l}, on ait mes {w|R,e“ € AR — LP} < m K(8,q + 1,p), ct

pour chaque 7 positif, on a sur L!% Vinégalité
q 1 P ’ n2 eg

1 ~
log —————— > R 2.8
|f(3) — azl ’ ( )

pourvu que n soit suffisamment grand.

Comme on dit plus haut, un point queleonque z de LiY ne satisfait pas i une des
inégalités

} 1 _ .
l()g'—'—_'""'—“}Rizss (?"::1: 3J4:: '°.$q+1)- (29)
If(g) - avl

Dans les secteurs G,(u = 1, 2), les points z = R,,e™ pour lesquels

1 _
log : - > Ry (2.10)
lf(Rnpei) — as) ’

doivent appartenir aux ensembles A}y — L%’. Par suite, la mesure de Iensemble des
valeurs w(w,,, < o < 0,,,) pour lesquelles Vinégalité (2.10) a lieun, est inférieur a

1 . . . . .
7 K(s,q+1,0) (n=1,2). Puisque R,, est une suite partielle de E,, d’apres
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(2.1) et (2.2), la mesure de Vensemble des valeurs w(0 << w << 2z) pour lesquelles
Vinégalité (2.10) a lien, doit étre supérienr & K(5,q + 1,0). Donc Pun des g — 2
seeteurs  w,, << arg z < @, (m 3 my, my), soit Gy w, <argz < -w, i, a des prop-
riétés analogues.

Nous pouvons procéder de proche en proche ecomme ce qui préedde, et conclure que,
correspondant aux g valeurs déficientes a,(r = 1,2, -+ +, g), il existe g secteurs Gy 0,, <
ez < w4 (u=1,2--+,q), sans partic commune deux & deux, ct g suites de
nombres positifs R,,(px==1,2,-++,9; an=1,2,-++), ol chaque R, ,(up=1,2, -,
q — 1) est une suite partielle de R,,; dans chaque secteur (,, on peut trouver une
suite de courbes L telle que, en désignant par AYY Varve {2, I‘c"“’|w,,,m < 0 << Wy 1),
on ait

mes {@|R, e € AL — Lk} < —é‘— K(s,q -1, p), (2.11)
et pour chaque n positif, on a sur LY V'inégalité

1 I
log ———— > RO, (2.12)
|f<2) - a;a[ .

pourva que n soit suffissmment grand. De plus, un point queleconque de LY ne satis-
fait pas a une des inégalités

1

7y —a]

Dans chaque sceteur G,(p = 1,2, - -+, q), les points R,.c' pour lesquels

Tog -

Rez: (=12 -~ u—1,u+1,---,qg+ 1). (2.13)

1 -
log = > Rf® (2.14)
| f(Rm}e ) - aq-i-l]
doivent appartenir aux ensembles AYY — L% . Ceei montre que la mesure de I'ensem-
ble des valeurs w(w,, < © < @, ;) pour lesquelles Dlinégalité (2.14) a lieu, est

inférienr & —(12- KG,q+1,0) (u=1,2, -, 9.

Mais le plan ouvert est déecomposé en ¢ secteurs G,(u=1,2,--+,g) par les ¢
directions de Borel B,,(m = 1,2, ---,¢), et il en résulte que la mesure de Vensemble
des valeurs w(0 << w << 2x) pour lesquelles lindgalité (2.14) a lieu, est inférieur a
K(b6,q + 1, o).

D’autre part, comme R,, est une suite partielle de R,, d’apres (2.1) et (2.2), la
mesure en question est supérieure & K(8, ¢ +-1., p), et on en arrive & une contradiction.
Le théoréme se trouve done démontré.

Voici quelques compléments au théoréme 1. )

Théoréme 2. Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre p(0 < p < + ) dans
le plan owvert. On désigne par p le nombre des valewrs déficientes de f(z), et par q le

nombre des dircetions de Borel de f(z). Si p > %, alors on a p=<<q — 1.

Démonstration: TLorsque ¢ = + 0, la conclusion du théoréme est immédiate.
Lorsque ¢ << -+ ©0, supposons que p>> ¢ — 1, et montrons que cette hypothese
entraine une contradiction. Prenons ¢ valeurs déficientes a,(pu=1,2,---,¢q) de f(2)
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telles que &(Ca,,f) =6,>0 (u=1,2,---,q), et posons & = 2112 8,.. Désignons
1lp<q

par B,: argz =w, (n =1,2,+ -, ¢; 0< 0, < 0, <+ < 0, < 273 wyy; = 2w+co,)
les directions de Borel de f(2). En appliquant le lemme 4, nous pouvons trouver,
comme dans la démonstration du théoréme 1, ¢ secteurs G w,, < argz << W1
(u=1,2,---,9) n’ayant pas de partie commune deux & deux, tels que

7w .
wmp+l - wm,u, é‘;;! ('&L = 1? :2} s Q)'
Par suite,
7 7 . -
Z (wmﬂﬂ - wm”) Sg¢—<p— < 2n. (2.15)
M= " p p

Mais, le plan ouvert est décomposé en ¢ secteurs G,.(uw=1,2,-+-,¢) par les ¢
directions de Borel B,(m = 1,2, --+,¢q), et T'on a

q
2 (s — @0,) = 2. (2.16)
m=1

Cette contradiction montre que p<<qg— 1.

Théoréme 3. Soit f(2) une fonction méromorphe dordre o(0 < p < + ) dans
le plan ouwvert. On désigne par p le nombre des wvaleurs déficientes de f(2), et par q
(supposé finz) le mombre des directions de Borel de {(z). Ces directions de Borel étant
By argz =0, (m=1,2,,q; 0<0,<w, <+ <w,<22x; wy = 2r + ),
s'il existe un entier 1, 1 <<1<<gq, tel que

o= max b

1<m dem, S dem< g ! ! 2.17
2 (@mps = @) 1
n=1

alors on a p<<l — 1.

Démonstration. Supposons que p > 1 — 1, et prenons ! valeurs déficientes a, (=
1,2, --+,0) de f(2) telles que 8Ca, f) =08,>0 (u=1,2,---,1). En appliquant
le lemme 4, on peut trouver, comme dans la démonstration du théoréme 1, I secteurs
Gy o, <argz < w4 (g=1,2,---,1), n’ayant pas de partic commune deux i
deux, tels que

wmp_]_l_wm”%%, (}frnl,‘_),"',!{\).
11 vient
: !
JT
Z (wm,.+l - wm”) < —. (2.]8)
p=1 o
D’ou
p< b ,

Z (wm,‘+1 - wmﬂ)
=1

ce qui est impossible d’aprés ’hypothése (2.17).
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ITI. Autres Resurrats

Pour Ia distribution des direetions de Borel des fonctions méromorphes, on a le

Théoréme 4. Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre p(0 < p < + o) dans
le plan owvert. admettant p(= 1) nombres complewes distincts comme valeurs déficientes.
Alors: ’ ,
1% Sile womine g des directions de Borel de f(2) st supériewr @ p, il existe p
couples de directions de Borel B, arg 2z = w,,, ¢t B, 4y 8182 = 0,14 (u=1,2, -+,

T
py V=Smy sy 3% - e, < q) telles que w4, — ©,, < —;
J()
. . . : , N P
2°  Si le nombre ¢ des dirvections de Borel de f(2) est égal @ p, - on a o << - En

particulier, lorsque o = P Pouverture du sectewr quelconque limité par deux directions

=

- r “ Jr
successives de Borel est cgal ¢ —.
0

Démonstration. Si g = 4+ co, il existe, pour & positif queleonque, p couples de
direetions de Borel, dont les angles aigns sont inférieur a4 &. Dans ce cas, la conelusion
du théoréme est évidente.

Si g <+ oo, d’apres le théortme 1 on a p<<q. En appliquant le lemme 4, on
peut frouver, comme dans la démonstration du théoréme 1, p secteurs G w,,, < argz <<
Wy (e =1,2, -+ p), n'ayant pas de partie commune deux i deux, tels que

it = O, = —, (u=1,2,--+ p). (3.1)

Lorsque ¢ == 5 -+ 1, la conclusion du théorcme est immédiate.
P

q
U (}'_“) U (U Bm) couvre le plan ouvert, on a
)

Lorsque g = p. conume (
& oz= ]

P
Z (UJmM+l - wm,‘) = 27"'

m=1

D’antre part, on a dapres UVinéealité (3.1)

Li 7
Z (“)u:“-i-l - wnlp) é f) -;' (3‘2)

M=1

P
Il en resulte doue o == o

)
St g=p et p'——‘i)-, on i

a ar .
}__] (({)r.‘l##‘l - U)mp) = p —'S-' (3.3)

M= !

La comparaison des inéealités (3.1) et (3.3) donne

T
_:: (.’5:];2:"'!p)'

':’:'m'u+: - (-’Jml,‘1 —
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Le théoréme 4 est une généralisation d’un résultat antérieur!*

Pour la eroissance des fonetions méromorphes, on a le

Théoréme 5. Soit f(2) une fonction méromorphe dans le plan owvert, admettant
p(1 < p < + ©0) nombres complexes distincts comme valeurs deficientes. On désigne par
G Uensemble obtenu en supprimant du plan owvert q(p < g < + co) demi-drottes
argz=o, (h=12 -9 0o << -+ <w,<2x), ¢ par G, la partie de
G appartenant aw cercle |z| < r. 8%l existe trois nombres complexes distinets e, (v =1,
2,38) ftels que

3

tog (>0 (6, f =€)

Tim v=t <1, (3.4)
r—o-tw log r
o
2= max i (wg4y = 27 + ), (3.5)

1 <m om Feendemp < a

14
Z (wm“+l - mm”)
H=1

alors Vordre p de f(2) est fini, et p << A.

Démonstration. Si p = 1, la démonstration du théoréme est analogue i celle d’un
résultat anterieur!!s 9742,

Si p > 1, on voit d’abord, en considérant une valeur déficiente, que Tordre p de
f(2) est fini. Supposons que

o> A= max pr . (3.6)

1 <m emekmp<a P
Z : (wm,,,+l - wm,,)
=1

D’aprés (3.4), il n’existe pas de direction de Borel de f(z) dans G. Le nombre g,
des directions de Borel de f(z) est inférieur ou égal a g, et les directions argz =
w,(m=1,2,+--,¢) de Borel de f(2z) sont parmi les demi-droites arg z = o, (m = 1,
2,-++,q). En vertu de (8.6), c’est alors distinctement que?

o> max pr . (3.7

1 éml#mz:\:---:&mt‘,éql P , .
z : (wmﬁ—l—l - wmp)
H=1

En appliquant a la fonetion f(z) et d lentier I = p le théoreme 3, il vient p <<
Il —1=p—1. Cette contradiction montre que p << A.

Corollaire. Soit f(z) une fonction méromorphe dans le plan owvert, admettant
p(1 < p << + 00) wvaleurs complexes distincts comme valeurs déficientes. S’il existe trois
nombres complexes distincts ¢,(» = 1,2, 3) tels que les racines des équations f(z) = ¢,
(v =1,2,3) sont situées sur ¢(p < q < + ) demi-droites arg z = w,, (m =1,2, -
7 0<o <w < <o, <<2x), sauf au plus des racines on nombre fini, alors
Vordre o de f(z) est fini, et

1) On a d’aprés le théortme 1, p < gqi.
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io ‘l‘:‘-: max P ?):r ] (wq+1 = 97[ 'I'- C!J:) .
1 émi:'azmzr\—---«r\_—m!,{ﬂr N
Z (wm”-i-l - wm,,.)
H=1

Coe corvollaire est une généralisation d’un théoréme de A. Edrei'?.

IV. Démonstrarion du Lemme 1.

Dapres la définition® ™ 2 de p(r), nous pouvons trouver une suite de nombres
. . . T(r
positifs »,(n = 1,2, «++) avee lim #, = + 0, tels que lim M =1,
Ei R b -] i — 40 D(,r”)

B . .. 2
Pour chaque % fixe, on pose { = 3 etV
ra

g;¢<§)= (#“_"1:2) "',?3‘)-

1
f(3r,,§) — fl, '

Dans le eevele || <1, en appliquant aux poles b,,(v = 1,2, -+ n(1, g, = ©)) de
la fonetion g,(Z) le théoréme de Boutroux-Cartan™® 9 on a

Rl 6 =00)

T 15—l > (L), a.1)

=1

ponrvit que Ton supprime n(1, g, = o) cereles (y), au plus dont la somme des

ch . ‘s .
rayvons est an ])Ius%w. (n prend h = Il—~ et désigne par (y) les cercles supprimés

p L0
U G

1 :
Dans 1’:111110:1\1—;— = |

pas les cereles (y). Pour un point queleonque £ de cette circonférence, on a

<Z = il existe une cireonférence |L| = R,, qui ne coupe

1+ 2 B
3 1 in ) alt, g, =) [ 1 _ _ 'C I
log|g.(D] < 5 "o, (0 log*lg, () |a6 + > log =
- - : v=1 - T
3

< 5m(1, g,) + n(1, g, = ) log %B
L

11 existe done une eirconférence |z| = R, (R, = 3r,R,, r, < R, << 2r,) sur laguelle
on a
I S
| f(zj — 4,

Fn renmarrguant que

\-)”
log < 5m (3?‘,1, 1 ) + n(8r,, f = a,) loz =
¢

f— a, h

e

1) Dans le eas ol au = 9, on introduit f(3r.5) au lien I —

F(8re8) — au ’
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’??.(3'?',,, f = ar'u> < 1 n N (4'rna f ! ):
log — G
3
on obtient I'inégalité
og — L < KT (4r,,, 1 ) (4.2)
|f(2) — a.| f—a,
avee I =5 + log 28 pe .
log 4
Nous désignons par %, Iensemble des valeurs o(0 << o << 2x) pour lesquelles
1 ' 1 1
log™ - > = m (R,, -—-———) (4.3)
|f(Rﬂem) - a’#l 2 ,f — Oy ’
et par CE}, Vensemble complémentaire de E},. par rapport a lintervalle 0 << «w << 2a.
On a
1 ) 1 5 + 1
m (R,, = — log - deo
"f—a/  2x)E, |7 (R,e™) — a,]

1 g + 1 1 (
= log dw < — KT \4r,,
2m CE:;ky l f(Rn e‘m> - a’ﬁl

) mes %,
T -— {1
+Lm (R, L),

2 f—a,

ot

par suite

m (RM 1 ) < K T (4-:‘,,, —1—) mes ¥, . (4+.4)
f — @y " f—ua

Lorsque n est suffisamment grand, il vient dapres Phypothese &(ay,[) = 6, =
§>0,

F23

'm(R,,, r 1 ) > Qf T(R,, f) = % T(r,, £) > -20(r,)
— a'lu 5 /

-

(4.5)
D’autre part, en utilisant les propriétés de p(r), on trouve
T (4“, 1 ) — T(4r,, f — a,) + log J
f—a, i.f(o) - "i,ul
1
< T(r,, f) + log* |a,| + log ———- + log 2
) ‘ If((}) - ”‘,{tl
< 2U(4r,) < 470 (r,), (m>mny). (4.6)
La comparaison des inégalités entre (4.4) (4.5) et (4.6) donne
) & > Sfr -
mes Ex, => K(5,p, p) = ¢. (1.7

>
5 4 102 28 pe \ 4ot
log k3
3

L
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Pour une valeur queleonque o de E¥,, on a

8

et

log -

[=]

U(R,), (4.8)

1 1 ( 1 ) 8 1r -
) N } -— m Rn: > —+£ D(rn) =
[f(B,e™) — a,l 2 [ —a, 8

il vient By, C F,,. Le lemme se trouve done démontré.

V. DsemonstraTiION DU LEMME 3

Il nous est loisible de supposer que @, == co, dans le cas contraire, on considere la

. 1

fonetion ———.

f(2) — ay 1

On suppose que 0 <<ao << 25 min (K,, K,). En désignant par K, Vensemble

des valeurs w(w, + 8o << w << w, — 8a) pour lesquelles
log | f(R.e*)| > R™, * (n>no), (5.1)

on a meskE, > %‘- (n>my).

.. 7
Nous divisons le secteur (f: w, + 8a < argz << w,— 8¢ en N = [—*J <+ 1 secteurs

o
égaux G, (p=1,2,---,N). Leur ouverture commune ne dépasse pas 2¢. Un de ces
seeteurs égaux, soit Gy, oSt tel que, en désignant par E,, Vensemble des valeurs
w(w, + 8¢ < w < w, — 8, R,e™ € G,,) pour lesquelles (5.1) a lieu, on ait

1 o - '
mesk,, =—K =>———K, (h>n).
CTON T T 9wt a) o)

Puisqu’il n’existe pas de direction de Borel de f(z) dans le secteur limité par
les demi-droites B, et B, on peut done trouver trois mnombres complexes distinets
e,(v=1,2,3) et L(0 <1 <p) tels que

3
Z {llzl<<r) N (o +e<arg s <, —a), f=c,} <. (5.2)

v=1

Posons

3

€N = > w{(|z] KA+ 6IR) N (0, + e <argz < 0, — a), f = ¢}

v=1

+a{(Jz| <A +6)RIN (0, + e <argz < w, — «), [ = ©} (5.3)

et soit

. K p 1

h << min {---—2 —_— K } < -—-mesk,, . 5.4

8 8(x-+a) 'V T 4 (5.4)

Lorsque " est suffisamment grand, on a done M, << BI™ si petit que soit le nombre
positif e.

Appelons bp(k = 1,2. -+, N,) les points o f(2) = ¢,(» = 1,2,3) ou oo dans le

domaine (2] < (14 62)R,) N (0 + e <<argz < w, — @) et marquons les cereles
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h
9N, +1
nons lare (|z| = R,) N (w, + 8¢ < arg z < w, — 8a), et considérons les portions de
cet arc, ¢'il ¥ en a, qui appartiennent & certains des cercles (y),. En remplacant
chacune de ces portions par lare du cercle correspondant situant dans |z| < R,, nous
obtenons pour chacun n une courbe L,. Comme la somme des rayons des cercles sup-

lz — 0| < (k=1,2,--+,9,) dont Vensemble est désigné par (y),. Pre-

primés est au plus égal & h << —z«, il existe a,, 8¢ < «, < 9«, tel que les points ext-
rémes de L, soient R,e ™) et R, e/,  Alors
mes {w|R, e’ € A, — L,} <2h + 18« < K,.

Pour établir la deuxiéme partie du lemme, désignons par s la bissectrice de Gopys
et par z, le point d’intersection de s et de |z| = R,. Alors dans le cercle T',: |z —
20| < eaR,, il existe un point z, sur I, tel que

log [f(z)| > R (5.5)

Dans I',, soit 2, un -point queleonque sur L,, on a

3alR, + 2aR ‘ BaR,) — (b, — 2,)(2, — 2)|
log 1 é ———— R m (2 3 3 Rrs: + 1 i
If(z )I SWR,, - 2ﬂRﬂ ( : “ f) Z 8 gaRu(zl - bv) 1

< 5m(zs, 3aR,, f) + n(zs, 3ak,, f) {mg 9‘—;"1- + log GaR,,}
< C(IOg Rn>T(22: 4“1?'!:: f)’

ot C est une constante numérique qui ne dépend que de p, a, K,,K,.
Le lemme 2 donne

T(ZZ: 405R,,, f) {1’(22: 4“’Rn: ;—MCI * cz_c;i)+10g|f(z2)'—‘c3| +C

- C3 CZ - €
3
. (N, + 1)(2 (2, amn,“f:-e,,)ﬂ)

< (2 n(z,, 5eR,, f = ¢,) + 1 ){Iog L h
v=1

f(z) — ¢, + log |f(2;) — ¢ + C.

+ log (5aR,) + 10} + log*
f(2;) — ¢

Puis en tenant compte de ce que

n(z,, HaR,, f=c¢,) <n{|z]| < Q + 6)R,) N (v, + «
<argz < w,—a), f = ¢,} < (14 6a)*R},
on trouve
R <log |[f(z)| < €CQog R,)(RAlog R, + 21ogt | f(2)]). (5.6)
II vient |
log |f(z.)| > R, (5.7)

dés que n est assez grand.
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Dans la région G, considérons le cercle I', dont le eentre est sur |z| = R,. En
faisant tourner le cercle I', autour de l'origine, chaque fois d’une angle «, on obtient
une chaine de 2N cercles au plus qui couvrent L,. Nous pouvons procéder de proche
en proche comme ce qui préedde, et concluons que, en un point queleonque z de L,,
pourvu que n soit assez grand, on a '

log | f(2)| > Ri-N+De > pe=n, (5.8)

VI. DémonstrATION DU LEMME 4

Il nous est loisible de supposer que ;= 00 et w, = —w,(w, > 0). Supposons

o . A A g
que w, — w, > —. Nous allons montrer que cette hypothcse entraine une contradietion.

? k
i ’ . 14 . 7.
Posons w, — o = E , o étant assez petit pour que kx > —. Prenons un point b
o

tel que 1 <<b << 2 et f(b) 3 co, et faisons la transformation

1

2k — b¥
b

e

= y (6.1)

r=t

Ea

-

1

1
e

qui représente le secteur o, + ¢ <argz < w, — e sur le cercle || <1, tandis que
f(z) sc change en une fonetion méromorphe g(Z).

Soit z un point queleonque de la courbe L, fournie par le lemme 3, et soit [
Pimage de z. On a done

11 1
1 1 4|z|"‘bxeos£— !
o | lzlFe® — pE} _k
¢ = | ~——| =11 — 2 11 2
' i d |21 + 2] 2| ¥0F cos = +- bF
2z .’ce :':+b.‘: = . %

, = ' .
En remarquant que |o| <o, — o, < w, — 8a =1k L? — Z% os)_. il vient

o

11
4{2[’“2}“’31}1—3—0;

i -1 7 4
(Ja]* -+ by ‘
N _ sinlﬂﬂ 1
él——(;-lzrksin—taé‘l_ 2k R,*.
P osons
sin - @ 1
k % :
rﬂ — ] —_— _‘Ien . ((i'j)

Limage 1, de L, par la transformation (6.1) est située dans le cercle {Z]| < r,.

En vertu de ce qu’'il n’existe pas de direction de Borel de f(z) dans le secteur
limité par les demi-droites B, et B,, on peut trouver trois mombres complexes distinets
¢, (v =1,2,3) et un nombre 4, 0 <A << p tels que, pour R assez grand, en désignant
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par D(R) la région |2| <R, o, *+e<argz<<w,— e, on a

3

> a{D(R), f = e.} <R

v=1

Dans ce qui suit, on suppose que }]-'— < u<p.
T

Puisque l'inverse de la transformation (6.1) est

. — a(l—*"ﬁ)", (6.3)
1—7
on a pour |[{| <r |z| < b—2k __ par suite,
_ il (1 — )
3 3 ok
‘“(.lglé :g=cv>““- N(D(b—-—;——), f'_c,,
2, " 2. (1 —r)* \
1 ki
< (zkb)l( )
1—17r

Ce qui donne a fortior:

3

1
j Z n(r, g = ¢,)(1 — ¢)lr1* gy << 4 o0,

ov=]

si petit que soit le nombre positif e.
Puisque kA > 1, d’aprés Végalité

3
2 =1+e) |3 N9 = e)A — o)

o v=1

3

3
= (1= r)B1 3 Nlro, g = 0) = (1= 1M~ 3 N(r, g = 0,)

v=1] vr=1

3

+ | Syt 9= ed@ — oy &, (6.4)

To v=1

il vient
3

1
[ > N0 0= ed1 = ryporar < +oo,

Tove=1

Puis, la seconde inégalité fondamentale de M. R. Nevanlinna donne
1
[} 20, (1 = ryprar <+ oo, (6.5)
o

ce qui montre que Pordre de ¢g(Z) dans le cerele [£] <<1 ne dépasse pas ki — 1.
D’autre part, posons




36 SCIENTIA SINICA Vol. XVIOI

et marquons les cercles (v), d’exclusion de rayon commun e relatifs aux poles
de g(£) dans le cerele || < _1___-5__&' La somme totale des rayons est inférieure a h,.

Il existe un point £,, sur I, et exterieur aux (y),. En effet, si les images des
points extrémes R,e“ ") et R,e’“ % par li transformation (6.1) sont y, £y, on a

11 :'”2—“; ._-—w2+a;
e = | T
' 1 wy—ay —wytan 2

2 11 s et ;
RE + REVE(e " F 4 ¢ k) 4 bk

. 8o
4R§bk(308? R 'flc- .
e ; > 4h,. (6.6)
(RY + b¥)?

La formule de Poisson-Jensen donne

. _ .
% +r (i-;_r) ]
s {1+, - '
log 1906 < 77— (1572 o) + 3 10 |
- T Iy - v _ngmbv)
2
<4 m(l_i_r”, g)-l—n(l—i*r”,g:OO) log 2(-3"—_-!:-—1—)—.
1"""'1",, 2 2 n
De
1+, _) 4 T(3+r,, ) 4 (3+r,,
n L g=o00)< N , g=00)< T . g),
( 2 g 1—r, 4 9 1—r, 4 J)
et de
k
< af(l2] <—E ) 1 (o + e <arg s <oy — ), £ = oo
A —r,)F
1

(=
on en déduit Pinégalité

tog 92| < —E—(1og L) r (212 ) (6.7)

r, 1—r, 4

dés que n est assez grand.
Or

( sin—;i- o )k(p—-:r)
log |g(L)| > Ry = 2(1 — r,) ’

par conséquent

ke—1—kn
T(.@_‘Eﬁ’ g) > ( (1 i ) __'.’__i___.__ (6.8)
T, log 1

1—r,

Done Vordre de ¢g({) dans [L] <1 est supérieur ou égal & ko — 1.
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On arrive finalement & D'inégalité kA —1>=%kp — 1 et done A= p, ce qui est
impossible d’aprés ’hypothése 2 << p. L’angle aigu de B, et de B, est done inférieur ou

égal & —.
o
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