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REsume

Le but prineipal de eet mémoire est 1’établissement des théorémes suivants:

(1) Etant donnés un ensemble E fermé non-vide de nombres réels (mod 27) et un nombre p
fini positif, il existe une fonction méromorphe d’ordre © dont les directions de Borel d’ordre © sont
précisément les demi-droites {arg z = 0|0 € E},

(2) Soit E un ensemble fermé non-vide de nombres réels (mod 27) et soit ©(6) une fonetion
semi-continue supérieuremént dans E, 0 < p(0) < + oo, 11 existe une fonetion méromorphe d’ordre

0o = max p(6) telle quelle admet toutes les demi-droites argz = 6, 6 € E comme directions de Borel
-1 39

d’ordre o(0) et qu’elle n’a aucune d’autre- direction singuliére.

On sait que®, pour toute fonetion méromorphe d’ordre fini positif o dans le plan
ouvert?, il existe au moins une direction arg z = 0, telle que, quelque petit que soit le
nombre positif &,

Ti?n- IOgﬂ(r: 603 8, f = “) =p
r-a--l-.m Iogr

pour tous les nombres complexes o sauf deux au plus. =n(r, 6y, &, f = ) désigne le
nombre des zéros de f(z) — @ dans le domaine (|2| < r) N (largz — 6,] < &), cha-
que zéro étant compté avee son ordre de multipicité. (Si @ = oo, il s’agit du nombre
des pdles de f(z).) TUne telle direction est appelée une direction de Borel d’ordre p
de f(2).

1l est évident que, si les demi-droites argz =6, (n=1,2,---) sont des directions
de Borel d’ordre p de f(z) et lim 6, = 6,, alors arg z = 6§, est aussi une direction de

n->+o

Borel d’ordre p de f(z). Par suite, les directions de Borel d’ordre p de f(z) forment
un ensemble fermé non-vide de demi-droites issues de lorigine. Il est naturelle de
poser la question suivante:

1) Dans la suite, pour une fonetion méromorphe dans le plan ouvert, nous dirons simplement fonetion
méromorphe,
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Etant donnés un ensemble E fermé non-vide de demi-droites issues de lorigine et
o un nombre fini positif, existe-t-il une fonction méromorphe d’ordre p dont les direc-
tiong de Borel d’ordre p sont précisément les demi-droites de I’ensemble E?

Dans le présent travail, nous allons donner une réponse positive & cette question
(Théoréme 1), et démontrer un résultat plus général (Théoréme 2). Enfin nous don-
nerons une remarque sur une conjecture de J. M. Anderson et J. Clunie™.

I

D’abord nous allons démontrer deux lemmes.

Lemme 1. Si f(z) est une fonction méromorphe dans le cercle |z] < R (0 <
R < +400), et si z est un point tel que |z| = r < R et que les distances de z a tous
les zéros et tous les poles de f(z) sont supérieures a um mombre positif d, alors on a

log fﬁll <1og*R + 3log" —— + log*m(R, f) + log*m (R, l,)
f(2) R — f
+ log*n(R, 0) + log*n(R, ©) + log* —13— + 5log?2. (1.1)
[

En effet, la formule de Poisson-Jensen donne

2w
log f(2) — LS log | F(Re) | ——;;,ﬂ‘—zde
O Jo — Z
bkz .
- 0 + 0g + 10,
2! et 2! R(z—bk)

les a; étant les zéros et les by les poles de f(z) situés dans le cercle |z| <R

En dérivant, on obtient

PG _ L[ 1o fpeny| —2Re”
o - L log | f(Re™)] Fe? — 3y de

1 by 1
+ 3 (52 ) - S Een)
Z Rz—@-, aj—z ; Rz--bkz bk-—z
Comme [z —a;| >d, |z —bx| >d, il vient

il ;((:))\ F Q‘Rr)z {m(}?, )+ m (h’, %—)}

1\
R—r +E,)’

+ {n(R,0) + n(R, c0)} (

ce qui fournit l'inégalité (1.1).

Lemme 2. 8¢ f(z) est une fonction méromorphe dans le cercle |z] < R (0 <
R < +00), et si z est un point tel que |z| = r < R et que les distances de z a tous
les zéros et tous les poles de f(z) sont supérieures @ un nombre positif d, alors on a

10g| ;f((:))le"_ +r m(R, —J@) + {a(R, o) + n(R, 0)}

X (Iog-}z- + 10g2R) (R4 n(r f =0), (1.2)
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ot A( R, c0) désigne le nombre rédwit des poles de f(2) dans le cercle |z| < R. ((Vest-
a-dire, chaque pdle est compté une seule fois.)

Démonstration. Tous les zéros et tous les pdles de f(z) sont des pdles simples de
F(2)/f(2), et f(2)/f(z) n'a pas d’autres pdles. D’autre part, pour que f'(2)/f(z)
gannule en un point z, il faut et il suffit que f(z,) 3 0,0 et f'(2,) = 0 simultané-
ment. Appelons a@; les zéros, by les péles de f(z) et ¢; les zéros de f'(z) situés dans
Je cercle |z| << R et appliquons & la fonection f'(2)/f(z) la formule de Poisson-Jensen,
il vient

Rz _ | z i 2
R?* + iz|2—2b’|z[cosﬁ

Zlo \)

IEZOEE #(Re™)
10"‘. i(z) | zxj B (Re?)

(2 ogl |+

% R(z — by)
R—¢z | " R? — @;z
(ZIO R(z — e;)| Z lootR(z — a,)l)

r r
ou dans les somines Z et Z chaque point @; ou by est compté une seule fois,
i I

tandis que dans la somme Z chagque point a; est compté m; — 1 fois, my; étant
i
Vordre de multiplicité de a;.

On voit que

Z log

A a2 ]+— log
B — a;) Z

_a;z ‘_ Z]Og‘ R? ""G'_;

R(z—a_,) R(.a-—a);

Lorsque |z| <7, |¢;| <, en vertu dune inégalité de H. Cartan!> = on a

R? — &z R+ fef]lz] _ (R |z')(R—|0|)

log| =82 _|> 1og Lzl jogd1 + f }

R(z —¢;) R(lz| + [e]) (lz] + le])
R — r)? (R — r)?
> 1 g{l + ( } > . .
? 2 R? 4R (13)

Il vient

(R — )
4R?

S log R — &z 1/ ZIO R? — ¢,z
le;l€r

le 1<k R(z — ¢)) R(z —¢ n(r, f" = 0).

On arrive ainsi & l'inégalité (1.2).

Théoreme 1. Soit p un nombre fini positif, et soit E un ensemble fermé non-vide
de mombres réels (mod 2x). Il existe une fonction méromorphe d’ordre p, dont les direc-
tions de Borel d’ordre p sont précisément les demi-droites {argz = 6|60 € E}.

Démonstration. Pour chaque entier positif #, nous partageons le plan en n secteurs

. . 2
ecaux par les demi-droites arg:z = /

(7=0,1,-++, n —1). Puis nous en exeluons

R 2) 2
les demi-droites arg:z = I telles que les deux secteurs fermés ——1»)—”_
n n

‘--..‘aro' 2 <
2jom et 2J0m <argz < Q—Q—*—?ﬂjl—)“ ne contiennent aucun point ¢ 6 ¢ E. Désignons
n n n

par Ly argz =0, (n=1,2,-++3 k=1,2,--+,K,; 1<K, <n) les demi-droites
non exclues.
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Considérons les points
A = 2”6‘.8”", n == 13 2: Tt k = 1! 2? ot ':Eﬂ’

et les nombres correspondants

np
m,,——*-[ia], n=12,---,

ou [z] désigne le plus grand entier qui ne dépasse pas z.

Comme

et

one
e Ky . © { 3 ]
Ny, ; Z w — —’[-‘00,

(1.4)

(1.5)

quelque petit que soit le nombre positif e, Pexposant de convergence de la suite
{@uks Qugy ~*ya@pln=1,2,-++3 k=1,2, -+, K,} est donc ézal & p. Formons le

My

produit canonique

LS My m [ Zop L E Vot (2)2
m(z) = H (1 — _z_) o nnk+'i(.,,,k)+ +q(a,,k) } ,

n=1 k=1 ank
ol
[p], si p n'est pas un entier,
q = . .
p— 1, sl p est un entier.
Ensuite, pour les points
] = {97 4~ 1 0,5 —_ D) s ko= D) r
b= \2 e ek, m=1,2, 3 k=12 -+ K,,
on a
o Kg ) ) Ky "
= = 1 (]
< > < 4o, *
A== 1bale =ik laakl?
et
© Ky o K,
EE} W 1 m
Iﬂ 1 i —_— _|_w,
A n=1 k=1 ]4? k]p ¢

done Iexposant de convergence de {b.x, buxy ** ", bux|n=1,2, -3k =1,2, --

e
My

est aussi egal 4 p. Formons le produit canonique

K z 1 q
i (1 — _z_) R s R N

—_ I,(z)
f(2) L(2) ’

(1.6)

(1.7)

(1.8)

s Kn}

(1.9

(1.10)
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nous allons démontrer que la fonction f(2z) satisfait & la condition exigée du Théoréme 1.

Puisque les ordres des fonctions I1,(z), I1,(2) sont égaux & p, l'ordre de f(z) est
égal & p.

Maintenant nous démontrons que, 6, étant un nombre queleconque de 1’ensemble E,
la demi-droite arg z = 6, est une direction de Borel d’ordre p de f(z).

En effet, si le contraire a lieu, on peut choisir un nombre positif &, un nombre
positif 2 (A << p) et un nombre complexe fini o« non nul tels que, en désignant par
n(r, 6y, 8, f = &) le nombre des zéros de f(2) —a dans la région (lz| <r)N
(larg 2 — 6y < 6), on a n(r, 6y, 8, f = &) < r*, lorsque r est suffisamment grand.

Vu que 6, € E, il existe pour chaque n suffisamment grand un point a,, tel que,
le | < &. Dans le cercle
C, f(z) n’a quun zéro en a,; dont l'ordre de multiplicité est égal & m,, et n’a qu'un
pole en b, dont l'ordre de multiplicité est aussi égal a m,,, et le nombre des zéros de
f(2) — @ ne dépasse pas r} avee r, = 2° + 4.

Pourvu que 7 soit suffisamment grand, on a
T(Z?‘,,, f _ 05) < (zrn)'p-‘-l:

T (zr,,, 1 ) < (2r,)H,
f—e

n(2r,, f = 00) < (2r,)"*.

Appelons d; (j=1,2,--+,J) les points o f(z) = @ ou co dans le cercle |z] << 2r,
et considérons les cercles |z —d;| <d (d = -2_35—1)_“) dont V’ensemble est désigné
r
par (y). En appliquant le Lemme 1, on a pour un point queleonque z, |z| < r,,
z € (y) I'inégalité suivante:
e )(z) | <Iog*2r,) + Blog -+ log*mC2r,,  — )
+ log"m (2?,,, ) + logtn(2r,, f = o)
—_—
+ log™n(2r,, f = o) + log(8(2r,)"™)
+ 5log2 < (5p + 6)log™(2r,) + 8log2. (1.11)
Tl existe deux ecirconférences |z — a ] = r,, 1<r <2 et |2 — auxl = 72,
3 <r;<<4 qui ne coupent pas les cercles (y). Le Lemme 2 donne pour un point
queleconque z de la ecirconférence |z — a,;| = r,,
lo fr(g) < f2+r1m(r Gk s f’ )
B F ) —a | Sy "\ e

+ {(#(C, f = ) +n(C, f=a)} (log—]_;— + log 2r2)
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BTN NI
=201z — ol <7y £ = 0
2

< 6{(50 + 6)log™(2r,) + 8log2} + (1 + r})

1 27
X {log8(2r,)*™ + log8 ---H-————(———?. 1.12
(log8(2r,)r" + log8} — ——1— (E —2) (112)

Grace a r,= 2"+ 4 et L < p, on a done

f'(2)

1
o f(z) — e

< 0, (1.13)

dés que n est assez grand.

En outre, d’aprés la formule

ﬂ(lz ﬁaﬁkl é?‘;, f= OO) __ﬂ'([z - a‘»k[ éfrly f= CC) = —1 j]z-—a = ‘Lds}

2nt = f—a
on trouve
[ QMJ — r» <2 max () . (1.14)
n lz=agpl=r, | f(2) — a
La comparaison des inégalités (1.13) et (1.14) donne

ane

[3]4r&+2=(?+4ﬁ+2, (1.15)
n

dés que m est assez grand. Ceci est impossible, car L << p. La demi-droite arg z = 6,
est donc une direction de Borel d’ordre p de f(z).

Enfin nous allons démontrer que, si 6, € E, la demi-droite arg z = 6, n’est pas
une direction de Borel d’ordre o de f(z).

Pour cela nous donnons d’abord une limitation supérieure de |f'(2)/f(2)|. D’aprés
la formule

'(z) & { A — b [
= m, +
f(Z) Z Z (aﬂk - 3)(3?,,;; - 2) aﬂkbﬂk

+z(_]__+_]_)_______b”k_a'"k 4+ ..

Auk bn a;xk?)nk
_i_zq._l( 1 A e 1 )bﬂk‘—at‘k}’
ase’ ba' /7 @bk

si z est un point tel que |z| > 1 et que min {2z — a,i|, |2 — b.!} = d|2]| avee un
M,k
nombre positif d, alors on a

}f.’&ﬁ
f(z)

o K
. 1 1 2lz| q[z]q"l} m,
"""<--. : { dz [ - l‘? + 'Ez_; + 23',3_ + . + -_-_’-}_.S}_(q"'] = - 2ﬂ.p

-

n=1 k=1

1

2

M

1 | -
ﬁé{dzlzlz—l- 14 20z] + -+ glzjei)

n

-

n=
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11 vient

————, lorsque q = 0,
< 2| (1.16)

2qlz]et, lorsque ¢ > 1.

f'(2)
f(2)

Comme 6, € E et E est fermé, il existe un secteur G;: |argz — 6,] < & tel que,
lorsque n est suffisamment grand, les demi-droites L, (n=m, 1<k <<K,) ne sont
pas contenues dans G,. Par conséquent, il existe un nombre positif », tel que f(z)
n’a ni zéro ni pdle dans la région (|z| > ry) N Gy.

Supposons que arg z = 0, soit une direction de Borel d’ordre p de la fonetion
f(z), alors il existe une suite de cercles de remplissage d’ordre p» 3 T .

|2 — 2| < €ml|2m| avee 2, = |2,[€, lim |z,| = 400, lim &, =10. Lorsque m
Mo Fi—»
. 8§
est suffisamment grand, I',, est contenu dans le secteur |argz — 6, << —. Done on

(]

a pour un point quelconque z de I',,

2 32
< , lorsque g =0,
PO nl) o Eleal o
J < !l sin—=) |z] (1.17)
Lf(2) 2
2¢qlz]7 < 3¢z, |77, lorsque ¢ = 1.

Parce que I',,(m > m,) est une suite de cercles de remplissage d’ordre p et que
f(z) est holomorphe dans ces cercles, quel que soit le nombre positif & il existe deux
points z,, et z,. de I, tels que |f(z,)| <1 et [f(zn)| = e'*n'"".

- D’autre part, on a
[1og |12 — Tog | £ || < [, [ L|l2) < 2602+ max | L2
2y | f ze?m_x:: f(Z) '

64e,,
< {lzal’

lorsque g = 0,

6qEm| 2|9, lorsque g =1.
Done on arrive a

|zm|o™e < 64(q + 12417, (m>mg). (1.18)
Mai ceci est impossible, car ¢ << o et on peut prendre e arbitrairement petit. Done la

demi-droite arg z = 6, n’est pas une direction de Borel d’ordre p de f(z). Le théoreme
se trouve done démontré.

1T

Soit f(z) une fonction méromorphe. D’aprés un résultat de G. Valiron'® 3%, nous
convenons de dire que f(2z) admet une demi-droite arg z = 6, comme direction de Borel
d’ordre A(0 < 1 < +00), si

0(6,, @) = lim {H logn(r, 6y, 8, f = o) } =2, (2.1)

520 Lrate ]_ogr
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pour tous les nombres complexes ¢, sauf au plus les @ appartenant & un ensemble de
mesure linéaire nulle (sur la sphére de Riemann). Pour les o exceptionnels on a
p(6,, @) > A sauf peut étre pour deux valeurs @ Nous disons que f(z) admet
arg z = 6, comme direction de Borel d’ordre infini, si p(6,, @) = 400 pour tous les
nombres complexes o sauf deux au plus. Nous disons que f(z) admet arg:z = 6,
comme direction de Borel d’ordre zéro, si p(6,, ) = 0 pour tous les nombres complexes
o sauf au plus pour les ¢ appartenant & un ensemble de mesure linéaire nulle (sur la
sphére de Riemann), et

{li_m- n(r, 6o, 8, f = @)

lim
rote (logr)?

b= 4o (2.2)
50

pour tous les nombres complexes o sauf deux au plus. Nous convenons de dire gque
f(z) n’admet pas arg z = 6, comme direction singuliére, s’il existe trois nombres com-
plexes distinets o; (j ==1,2,3) et un nombre positif &, tels que f(z) ne prend pas
les valeurs «; (j = 1,2,3) dans le secteur larg 2 — 6,| << &,.

Soit f(z) une fonetion méromorphe. Supposons qu’elle admette une direction de
Borel, et considérons Pensemble E des nombres réels 6 (mod 2x) tels que la demi-droite
arg z = 0 est une direction de Borel de la fonection f(z). Evidemment Iensemble E
est fermé non-vide. Pour un nombre queleconque 6 de E, désignons par o(6) Vordre
de la direction de Borel arg z = 6. Ainsi on définit une fonetion p(6) dans E. 11

est évident que 0 << o(0) < +00 et si G,€E, on a lim p(0) < p(0,). Cest-a-dire
G€E
-0,

que p(6) est une fonction semi-continue supérieurement dans E. Lordre de f(z) est
égal & max p(6).
f€E

Inversement, on peut démontrer le théoréme suivant qui contient le Théoréme 1

direction singuliére.
Démonstration. Pour chaque entier positif m, nous partageons le plan en n secteurs

" ] - -
egaux par les demi-droifes argz = 297 (j=0,1, -++,n=—1). Puis nous en ex-
n

. . gjnﬂ' ’ Q(j{! - l)ﬁ
cluons les demi-droites arg z = —=— telles que les deux secteurs fermeés —2——2_<
n

n
23 23 2(4 . . :
argz < -—‘ﬂfi— et -—%’5 <Largz < 20io + D ne contiennent aucun point e, 6 ¢ E.
n
Désignons par L,y argz =0, (n=1,2, -1k =12, .-+, K,;1 < K, <n) les demi-
droites non exclues.
Posons o, = max p(0) et
GEE

16-0 ,pi<n

BTN e
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([ logn si pop = 00,
’ . 1 '
Pnk Sl ————— < o, < +0
o = log (n + 1) ’ (2.3)
1 . ' 1
—_— s < —
log(n + 1) - log(n + 1)’
et considérons les points
Ao = 270k, n=1,2,+-++5 k=1,2,--- K, (2.4)
et les nombres
"onk
m,,,,.=[2 ] n=1,2 3 k=12 K,. (2.5)
n
Lorsque p, = max p(6) = +0c0, on a
G€E
2510;«:
55 m a5 0]
nk :\_} — _!_w,
n=1 k=1 Iank]l n=1 2n4
quel que soit le nombre positif 1. Lorsque 0 < p, << +00, on a
‘)ﬂpa
n=ny k=1 aﬂklf’u n-rzn Zﬂpo
270
>N i—»——ﬂ[ I
— On u"'S ?
n-—nu |a'ﬂk1pn ¢ ﬂ:ﬁu (‘3 )p
quelque petit que soit le mombre positif &. Lorsque p, =0, on a
21_03(:—+:J
SIS Ll
nk
_ < +00.
n=1 k=1 rxkl n=1 2ﬂ5
Par conséquent, l'exposant de convergence de la suite {a,x, @uk, ==, a0 ==1,2, -3
, . ”Jﬂ‘k
E=1,2,---,K,} est égal & p,(0 < p, < +<0).
D’autre part, considérons les points
b,,k=(‘2”+ 1 )e""nk, n=12 -3 k=1,2,---, K, (2.6)
21nk
L’exposant de convergence de la suite {Dx, bag,- -, Dol =1,2, -3k =1,2, - -+, K,}

Mk

est aussi égal & p,.
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En posant
z Malk
© K, T
f(2) = H H k] @1
=1 k=1 1 —_—
b,,:.-

nous allons démontrer que la fonction f(z) satisfait & la condition exigée du théoreme.

D’abord on peut démontrer que Pordre de f(z) est égal a p,. Ceci est évident
si po= 400, parce que lexposant de convergence des zéros de f(z) est infini. Dans
le cas ou 0 < py << +00, en prenant

{[pg], si p, n’est pas un entier,
= ps — 1, si p, est un entier,
on a
,(z)
z) = ePt®) =2 (2.8)
fC IL(z)’
ou
o K
> 1 1 1
P(z)= — m,,.{ ( + - ( )}
() ; k=1 ’ @nk b/ ank bik ’
w© Ky, " __,_-l- 1 q
H1(2)=H (1_ z)ak nk{ +("-nk) ,
n=1 k=1 Ay
hnd Kn ", ] z 17 =
m(a) = T Tf (1 — =) ol
n=1 k=1 bﬂk

Dlapres (2.4), (2.5) et (2.6), on voit que les séries

) Kg,
SEm(l) e

nk

sont absolument convergentes. Done P(z) est un polynbéme dont le degré ne dépasse
pas g. De plus, les ordres de IT1,(2) et II,(z) sont p,, done Pordre de f(z) est égal
é. Po-

Tl est évident que l’ordre de f(z) est égal & zéro si p, = 0.

Puis nous démontrons que, si 6, € E, arg z = 6, n’est pas une direction singuliére
de f(z). Pour cela, nous donnons d’abord une limitation supérieure de |f'(z)/f(z)].

Supposons que mi;l{lz—a,,kl, |z —by|}=d|z], d>0; on a

F|_ I~ O (g — b i
f(z) ng:‘ 12 (@nx — 2) (b — 2)
1
Kn ?’31-,,];—‘;-7;,;;

< -
-‘Hn;lk=l |z |? dzlz|2,,Z: n?

(2.9)
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Comme 6, € E et E est fermé, il existe un secteur @,: |argz — 6,] <& tel que
les demi-droites L, (n=mn, k=1,2, ---, K,) ne sont pas contenues dans @,
Donc il existe un nombre positif », tel que f(2z) n’a ni zéro ni pdle dans la région
(lzl =>ry) N G. Si ry, r (ro<r) sont deux nombres positifs et suffisamment
grands, et |6, — 0| < 6/2, on a pour les points 2, = r,e®r et 2z = re®,

FCren)] g0 4 (| LG
flrem | 1P H (te) )"’“

<t o (1_1)}
(. 6)2 2r re T
sin —

2

Par suite, étant donné un nombre positif 7, il existe un nombre positif correspondant
ry tel que, lorsque |z| = r,, |largz — 6, < §/2, on a

[fzplen < [f(2)] < |f(z0)]en. (2.10)

L’image du segment {(|z]| <) N (argz = 6,)} par f(z) est une courbe I';. Pour
trois valeurs «; (j =1,2,3) qui ne sont contenues ni dans Vanneau |f(z))|e™ <
lw|<|f(2,)|e" ni sur I, il existe un nombre positif &, tel que f(z)—e; (j=1,2,3)
n’ont aucun zéro dans |argz — 6,| < 8,. (’est-d-dire que la direction arg z = 6, n’est
pas une direction singuliére de f(z).

7]
{log [f(2)| — log|f(zo) ] éj'

0,

Ensuite nous démontrons que, g, étant un nombre quelconque de Z, la demi-droite
arg z = 0, est une direction de Borel d’ordre p(6,) de f(z).

Dans le cas ou p(6,) = +0co, il existe une suite de points a,x, (n=1,2,--+),
dont les arguments 6,, tendent vers 6, et l’exposant de convergence de la suite
{@aky> Coryy ** @i, ln=1,2,--+} est infini. A Vaide d’une inégalité fondamentale

m!’!kn
sur les fonctions méromorphes dans un domaine angulaire, on peut démontrer sans dif-
ficulté que arg z = 6, est une direction de Borel d’ordre infini de f(z)".

Dans le cas ou 0 < p(6,) < 400, nous allons démontrer que

lim {Hﬁ logn(r, 6., 6, f = @) } > (6 (2.11)

d—=>0 r—>+4wm log?-

pour tous les nombres complexes «, sauf au plus deux valeurs exceptionnelles.

Supposons que ceci ne soit pas vrai, en vertu des relations

lim {'lﬁ logn(r, 6y, 5, f = 0) } = p(6,),

=0 Lratw 10g1-
lim {Eﬁ _quﬂ‘;(.ﬂw_ﬁff_&)} = p(6,), (2.12)
g0 > logr

il existe trois nombres complexes o; (j = 1,2,3) finis non nuls distinets, un nombre

positif & et un nombre A, 0 < A < p(6,), tels que lorsque r est suffisamment grand,
on a
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n(?': 8{!: O¢s f = aj) < ?‘l, (J = 1,- 2: 3)

On ecrit
z \Mnk z \™nk
— —a-—- 1 — w
f(2) = fi(2)f(2), fi(2)=1I —:‘ , fa(z) =1I"| ——=k] , (2.13)
— 1 — =
! bﬂk buk

ou IT" désigne le produit infini correspondant aux a,; et b,; situés dans @: larg z —
0] < 6,. Par la mfme méthode dont on se sert pour établir I'inéealité (2.10), on
voit que, étant donné un nombre positif queleconque 7, il existe un nombre positif »,
tel que, si (2] =r), largz — 6,] < 6,/2, on a

[f2(z) |67 < [f2(2)] < [ fa(20) e,
ol 2, = ree’h.

Puisque Ia fonetion o(6) est semi-continue supérieurement et p(d,) < 4+, en
prenant &, suffisammment petit, Vordre p, de la fonetion f,(z) satisfait & la condition
0<p < max p(6). Par une méthode analogue & celle employée pour établir le

Ie—ﬁae,,.Fé;eau
Théoréme 1, on peut démontrer que f,(z) admet arg z = 6, comme direction de Borel
d’ordre p(6,). Alors il existe une suite de cercles de remplissage d’ordre o(6,)% P33,
lz2 — 2, <émlenl (m=1,2,-+-) avee 2, = ]zm]efen,”}im l2,,] = 400, lim &, = 0.

M=y 0

Lorsque m est suffisamment grand, le cercle |z — z,,| < 20¢,,!2,| est contenu
dans la région . Posons

2=z, + 20e,|z.lt, (2.11)
1) = f1(2p + 20€,| 2, |t) = g,(3), 1=1,2. (2.15)
Dans le cerele |t| <1, le nombre total des zéros des fonctions g¢,(¢) — g{é‘ 5 (j=
1, 2, 3) est inférieur & (|z,| + 20e,]2,|)*; les fonections . ‘;;) (j = 1,2 2,3) et
Eﬁ (1<j<k<3) nont ni zéro ni pdle. De plus, on ;
1 i t
= :S!L log™ {% -;(—:5-1 + 14,';:43 1——-—-—-—-—@?5 l;\- } der,
=1 H log* {i %
Tty eyl 2l i=1! f(2)
+ > | o), (2.16)
1<j<k<s b @ — o) (20e,, |2, )

Done d’apres un théoréme de A. Rauch'®® 23 pour tous les mombres complexes e, le

nombre des zéros de ¢,(f) —a dans le cercle |t < —‘;]a est inférieur & C(lz, |+

=

20¢,,| 2| )* sauf au plus pour des « représentés sur la sphére & Vintérieur dun petit
cercle. Clest-d-dire, le nombre des zéros de f,;(z) — « dans le cercle |2 — 2,,| < €|2m!
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est inférieur & C(|2,,] + 20e,,!2,|)* Puisque A << p(8,), on arrive & une contradic-
tion
Puis nous allons démontrer que

lim{ Tim Jogn(r, 60, 8, f = o) } < p(6,) (2.17)
§+0 Lrotw logr

pour tous les nombres complexes a, sauf au plus les ¢ appartenant a un ensemble de
niesure linéaire nulle (sur la sphére).

En effet, si le eontraire a lieu, il existe un ensemble ¢ de mesure linéaire non-
nulle tel que, pour ¢ € e on a

lim{ﬁa logn(r, 6y, 8, f = @)

520 Lrateo log r

¢ étant un nombre positif assez petit. Dot lon trouve!® %) une suite de cercles T',,:

2 — 2pl < Eml2ml, lim |z, = +oc0, lim argz, =6,, lim &, = 0 telle que, lorsque
i+ fi=»+co M-yt 0
m est suffisamment grand, on a
(T f = ) > |2,]| 00" (2.18)

pour tous les nombres complexes, sauf les « représentés dans deux cercles de rayon
0(1).

Prenons trois nombres complexes §; (j = 1,2, 3) finis non nuls distinets, et faisons
les transformations (2.14) et (2.15). Dans le cercle |t] <1, le nombre total des
zéros des fonetions g(4) — B;9.(3) (ou g(t) = g:(£)g(t), j =1,2,3) est inférieur a
(1 2,] + 208, 2, )r®*e les fonctions B30,(1) (4 =1,2,3) et (B — F1)g.(t) (1<h<
j < 3) n'ont ni zéro ni pbdle, De plus, on a

1 o : 1 | o
- Iﬂl log {é |8x0:(8) | + 1<:§<3i (ﬁk—ﬁ,)g;(tﬂ} do, = 0(1).

Done d’apres le théoréme cité de A. Rauch, pour tous les nombres complexes « le nom-
bre des zéros de ¢g(t) —a dans le cercle [t| <<1/20 est inférieur & C(|z,| +
20¢,,1 2, )PE0%e < |2, |P9*2 sauf au plus pour des e représentés sur la sphére a
U'intérieur d’un petit cercle, dés que m est assez grand, ce qui est impossible d’apres
(2.18).

Enfin lorsque p(6,) = 0, d’une part, on peut démontrer comme auparavant que

lim
foto ]og P

lim
-]

{—_ 10gn(?‘,90,3,f=“)}=0 (219

pour tous les nombres complexes ¢ sauf au plus les ¢ appartenant & un ensemble de
mesure linéaire nulle, D’autre part, par un procédé analogue & la démonstration du
Théoréme 1, on trouve une suite de points a,x, dont les arguments 6,., tendent vers
G, et en désignant par C, le cercle |z — a,, | <4, on a
T{E 'ﬂ(C,,, fl_‘: 05) = +-00
note (logr,)?
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pour tous les nombres a complexes finis non nuls. Alors on a

r
- w(C = o
lim (Cy. f - ) + o0 (2.20)
>t ( log -j‘ﬂ)‘
pour tous les nombres complexes o, sauf au plus deux valeurs exceptionnelles, ou C’,

désigne le cercle |2 — a,;,! < 80. Done arg z = 6, est une direction de Borel d’ordre
zéro de f(2).

11

Le Théoreme 1 montre que la distribution des directions de Borel d’une fonetion
méromorphe d’ordre fini positif est arbitraire, sauf que ces directions forment un en-
semble fermé non-vide de demi-droites issues de l'origine. On en tire, en particulier,
les conséquences suivantes:

1. Soit B une demi-droite issue de l'origine et soit o un nombre fini positif (qui
peut étre supérieur 4 1/2). Tl existe une fonetion méromorphe d’ordre p telle quelle
n’admet que B pour direction de Borel d’ordre p.

2. Soient B;, B, deux demi-droites issues de lorigine (Leur angle peut étre arbi-
traire) et soit p un nombre fini positif. Il existe une fonetion méromorphe d’ordre p
telle quelle n’admet que B, et B, pour directions de Borel d’ordre p.

Evidemmcnt, en ce qui concerne la distribution de directions de Borel, il y a une
difference profonde entre le cas général des fonetions méromorphes et le eas particulier
des fonctions entieres™ *~#1  (Cette différence résulte du fait quune fonction enticre
admet la valeur infinie pour valeur déficiente dont le défaut est égal & un'® .

En 1969, J. M. Anderson et J. Clunie™ a énoncé la conjecture suivante:

Soit p un nombre fini et supérieur & 1/2. Soit £ un ensemble fermé non-vide de
demi-droites issues de lorigine tel que tout angle d’ouverture supérieure au plus grand

e 7 . . . . .
des deux nombres —, 2z — — contient au moins une demi-droite de E?¥. 1l existe
0 o

une fonetion entiere d’ordre p dont les directions de Julia sont précisément les demi-
droites de 1’ensemble E.

Nous pouvons donner quelques contre-exemples pour cette conjecture. Par exem-
ple, si p =2 et E = {argz = 0, (2/3)x, (4/3)x}, il n’existe auncune fonection entiére
d’ordre deux dont les directions de Julia sont préeisément les demi-droites de I’ensemble
E. En effet, supposons que f(z) soit une telle fonction. Alors f(z) admettant la
valeur infinie pour valeur déficiente, on peut conclure, d’aprés un résultat de Varticle
[8], quelle posséde deux directions de Borel faisant un angle inférieur i =/p = /2.
A fortiori, elle posséde deux directions de Julia faisant un angle inférieur 4 =/2. Ceei
est impossible d’apres I'hypothése. Plus généralement, par la méme méthode on peut

1) En ce qui concerne la distribution des directions singulidres des fonetions entiéres, on peut voir [1],

[41, [51, [9].

2) Dans le cas ot ©>1 et E ne contient que deux demi-droites issues de l'origine, on doit supposer que
I'angle aigu de ces deux demi-droites soit égal & =/p.
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démontrer que, pour un nombre arbitraire p = 2, il n’existe aucune fonction entiere
d’ordre p dont les directions de Julia sont les demi-droites de ’ensemble

Il

Hargz kf—]—‘ E=0,1,---,2[p] — 1}, si p n’est pas un entier,
p |

2k
20— 1

E-_:-

I

{argz 1 k=0,1,-+,20— 2}, si p est un entier.

r>4w©

méromorphe f(z) dont les directions de Julia sont précisément les demi-droites {argz=
6160 € E} et telle quon a T'(r, f) < @(r)logr, dés que r est assez grand?

[9]
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